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se in ogni suo intorno cade
almeno un punto di A diverso
da x*.

Questo equivale a dire che in ogni
intorno di x* cadono infiniti punti di A



NB: Si chiama INTORNO di x* di
raggio r, e si indica con I(x*,r),

intervallo (x*-r, x*+r)

|
| | |
X *-r xX* X *+r

Un punto xeA che non é di
accumulazione per A si dice

PUNTO ISOLATO
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A={xeR:0<x<2}U{3,4,5}

S R a—
0 2 3 4 5

I punti di accumulazione per A
sono quelli appartenenti
all’intervallo [0,2]

{3, 4, 5} sono punti isolati
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Sia f:A—> R
Se un punto x* e di accumulazione per

A, ha senso chiedersi come si comporti
la funzione nei punti di A “vicini” ad x*
ma diversi da x*.

E’' questo comportamento che si
studia quando si considera il

Iim f(x)

XxX—>>x*
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LIMITE FINITO PER x CHE TENDE AD UN
VALORE FINITO

Sia f:A—>R e sia x* un punto
d’accumulazione per A. Diremo che

Im f(x)=

X—>x*

se Ve>0 35>0 : se xeA e 0| x-x*| <8
allora | f(x)-L| <¢
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Fix* -~

x4, xﬁdz
nei punti “vicini” ad x* (ma diversi da x*)
la funzione assume valori “vicini” ad L
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ESEM PIO

° ) 2 .
Verificare che 1Im x” +4 =4

Fissato € > 0, per quali x € R
h2+4—4<g?

‘x2+4—4‘=‘x2‘<5per —Je <x<AJe
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... CONtinua
y p

4+€

172
81/2 X

Fissato € > 0, 4 un 1intorno di1 x* =0 d1
raggio o = Je tale che per tutti 1 punti di A

che cadono nell'intorno si1 ha ‘(x2 +4) — 4‘ <&
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LIMITE INFINITO PER x CHE TENDE AD
UN VALORE FINITO

Sia f:A—>R e sia x* un punto
d’accumulazione per A. Diremo che

lim f(x) = +o0
se YM>0 35>0: se xcA e 0<| x-x*| <5
allora f(x)>M
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Xt xud

U
nei punti “vicini” ad x* (ma diversi da x*) la
funzione assume valori "molto grandi”



ESEM PIO

Verificare che lim — 10 — 400

x—>0 ‘x‘

Fissato M > 0, per quali x € R

%>M‘?
10 10
‘x‘ > M per ‘x‘< I,
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2 B O

=t
S B o

mEn continua

Fissato M > 0,
4 un 1intorno di
x* =0 diraggio

19 tale che per
M

tutti 1 punti di A,ad
esclusione di1 x*, che

cadono nell'intorno

si ha £>M
x|
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LIMITE INFINITO PER x CHE TENDE AD
UN VALORE FINITO

Sia f:A—>R e sia x* un punto
d’accumulazione per A. Diremo che

Iim f(x)=—o0

X—>Xx*

se YM<0 35>0 : se xcA e 0<| x-x* <5
allora f(x)<M
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U
nei punti “vicini” ad x* (ma diversi da x*)
la funzione assume valori “molto piccoli”
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ESEMPIO .

Verificare che 1~ (x-1)°
Fissato M <0, per qualix e R — ( _11)2 <M ?
Sia M<0 = _(x—11)2 <Mx<:>

& (x=1)° <—ﬁ<:> Mx*> —2Mx+M +1>0

Poiche M < 0 la dis. ¢ soddisfatta per

N-M N—-M
1 - <x<l+
-M -M
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... CcONtinua

T
l—'@ 1 1+-M

M

L]

N—-M
Fissato M < 0,3 un intorno di x* =1 di raggio -

M
tale che per tutti i punti di A, ad esclusione di x¥*,

che cadono nell' intorno si ha - - < M
(x—1)
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In questi ultimi due
casi la retta x=x* e un

asintoto verticale per

la funzione f




a degli Studi di M

NB: Si chiama INTORNO destre
(Sinistre) di x* di raggio r, e si

indica con
I (x*,r) (I‘(x*, r))

Pintervallo (x*, x*+r) ((x*-r, x*))

Se le definizioni di limite date valgono quando al
posto dell’intorno di x* si consideri I'intorno destro o
I’intorno sinistro, si parlera rispettivamente di limite

desire o di limite sinistre della funzione:

(

Iim f(x)=- L e lim f(x)=-

x—>(x*)" —|— o0 x—=>(x*)"

f

L

+ oo

\
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ESEMPIO :
Si consideri la funzione f(x) = ~
-
y) .
] Ih
g s
-4 -2 I é all

Si verifica facilmente che
lim f(x)= 400 llm f(x)=—

x—>0"F
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RISULTATO IM PORTANTE
Sia f:A—%) e sia x* un punto
d’accumulazione per A.

L
lim f(x)=q+
-0

L L
11?1 f(x)=3+0 = 11?1 f(x)=<+
xX—>(x* k-w xX—>(x* k-w



superiormente e
inferiormente

possiamo considerare

Im f(x)

X —> +0

e
Im f(x)

X — —©



LIMITE FINITO PER x CHE TENDE AD
INFINITO

Sia f:A—R, con A illimitato
superiormente. Diremo che

Im f(x)=L

SeVe>0dx:

sexeA,x>fsiha‘f(x)—L‘<8
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&
¥

L+£ +

L—& o

In questo caso la retta y=L e un asintete
orizzontale destre per la funzione f
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LIMITE INFINITO PER x CHE TENDE AD
INFINITO

Sia f:A—R, con A illimitato
superiormente. Diremo che

lim f(x) =+

X —> 100

SeVk>0dx:
sexeA,x>Xxstha f(x)>k
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|

Per “x grande” la funzione assume valori
“molto grandi”



...................................................................

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

LIMITE INFINITO PER x CHE TENDE

AD INFINITO

Sia f:A—R con A illimitato
superiormente. Diremo che

lim f(x)=—o0
SeVk<0dx:

sexeA,x>xstha f(x)<k
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/

k3

J

Per “x grandi” la funzione assume
valori “molto piccoli”



i di Macerata (Mammana Michetti)

Provi lo studente a dare
la definizione di

Im f(x)=J+ ®

X —> —00
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TEOREMA (dl umCIta del Ilmlte)

Se una funzione f:A—R @ dotata
di limite in un punto
d'accumulazione x* (o & dotata di
limite per x —w)

allora tale limite E' UNICO



“rimostrazione-(per-assurao)
Per ipotesi, Iim f(x)=L

X Xx*

Per assurdo supponiamo che 1 L’ ﬁale ch
, , L-—L'
lim f(x) = L. Prendiamo ¢ = -

xX—>x*

In corrispondenza di questo ¢, 3
un intorno I(x*,5): se xcINA si
ha L'-e<f(X)<L’+-=.

Ma allora non potra esistere alcun intorna
I' (x*, 0") di x* tale che se xcInA allora

L-s<f(x)<L+¢. In contraddizione con
I'ipotesi che liIm f(x)=L

v \Nv%
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F N

L'+E

i

L'-g=1L+&E
L

L-g

X6 X X146
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¢ Sia f:A—R e x* di accumulazione
per A.

eSiainoltrelim f(x)=L>0 (<0

x> x*

3 I(x*, 8) : V xelnA-{x*}
si ha f(x)>0 (<0)



oooooo i Matematica Generale BimostrmmWammana Michetti)
Fissato e<L = O<L- e<L+ .

In corrispondenza dell’ ¢ scelto, 3
0>0 : se xeInA-{x*} allora

O<L-e<f(X)<L+-c.




TEOREMA DEL' CONFRONTO

(dei due carabinieri)

e Siano f,g,h:A—R e x* di accumulazione
per A.
e Sia inoltre f(x) < h(x) < g(x) in un
intorno di x* ad esclusione di x*
Se lim f(x)= llm g(x) =

xX—x* U

Iim A(x) =

X—>Xx*
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-|Il;r..i..

g2(x)

f(x)




Proprieta del nimitirispetto alle operazion
aritmetiche sulle funzioni

Siano f,g:A—R e x* di accumulazione per
A, Ilm f(x)=L'elim g(x)=L""

X—>x* X—>Xx*

1) lim (f(x)+g(x)=L'%L"

X—>Xx*

2) Iim(f(x)-g(x))=L"L"

X—>X

3) SeL''=0, lim(f(x)jz(l"j

el g(x)) \L"

N.B. tali proprieta valgono anche nel caso di limite per x che tende a +«
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In base a definizione si verifica facilmente che:
1) imc=c e limc=c

x—>x* X —> Foo
2) IImx=x* e lim x = xo©
xX—>x* X — fo0
3) lim sen x =sen x *
xX—>x*
4) lim cos x =cos x*
xX—>Xx*
S) lIim log x =log x*, lim log x = +o0
xX—>x* X — +00
e lim log x = —o0
x—>0"
6) lime*=¢e*, lim e* = +x
xX—>Xx* X — +00

e lim e =0



Jlllizzando e proprieca viste si'possono
ricavare facilmente i limiti di altre
funzioni, per esempio:

) linzl(logx+3)=linzllogx+lin213=10g2+:

) lim Ssen x =lim S:-lim sen x = 5sen 1

x—1 x—1 x—>1

n generale se lgm* f(x)=L= lgm* kf (x) = ki

im x’=limx-x=limx-limx=3-3=9

x—3 x—3 x—3 x—3

x Iimx-lime"”
lim xe — x—o1 x—>1 e
x—)l 3 2 d 3 L 2
2x° — Xx Iim 2x° — lim x 2-1




’I’Opl’ietamutéi%ﬁmiti”‘ar?”i“ﬁdé“%M?ii‘Mém"EaﬁmétPazioni
ritmetiche sulle funzioni nel caso di limiti infiniti
1) oot L =+

2) +00+00=+400; — 00— 00 = —00

+ 0 se L>0

5) L=O
+ o0

6) 1 = +00; L:—oo
N+ N -
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Sono FORME INDETERMINATE

+ 00 — OO

“lloo - ()




Jlllizzando e proprieca viste si'possono
ricavare molti altri limiti, per esempio:

) lim x*= lim x-x= lim x- lim x = (+00)-(4+0) = +x
]
2) lim x’=1lim x-x-x=(-0)-(-©):(—0)=—©
.1
3) lim — =0
x—>+oox
>0 perx >0
4) lim 1 non esiste perche 1 .
x>0 x x |<0perx <0
.1 .1
5) dlim —=+400 e dlim — = —©

x—>0" X x—>0" y



E’ una forma indeterminata del tipo 0/0
i pud vedere che per x e | - %,0 U 0,%

. s€n X o
siha cos x < <1 e quindi,
X

per il Teorema “dei due carabinieri”

. Sen x LIMITE
lim — 1

=0 X NOTEVOLE
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Per poter ampllare Ia classe delle funzmm per le
quali si riesce a calcolare il limite, utilizzando
limiti noti, @ molto utile il

TEOREMA sul limite di funzioni composte

Sia lim g(f)=x* e lim f(x)= 1
t—>t* a"OI’a xX—>x*

lim f(g(t) = L <
1) g(t) # x* (se L = +x0)
(g() # x* o

2) < [ = fox®) (se L e finito)
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1) Calcolare ltlll(} sen (cos t—e' + %)

. . T T
hm(cos 1 —e +—j = —
t—0 2

lim sen x =1
T

X —

— lim sen | cos 7 — e - —
tr—0 \ 2 /
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2) Calcolare |;,,, S¢n 2(7 — 2)
t—2 { — 2
sen 9(7r— 2) sen 9(7r— 2)
=9
t—2 9(r—2)
lim 9(t -2) =0 lim 90 — 9.1 =¢

t—2 x—0 X

tim €0 9(t — 2) _
t— 2 t— 2

9
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3) Utilizzando il limite notevole

: 1) . o
Iim|1+— | =e (ee¢unnum.irrazionale

X—>1o0 x

compreso fra2e3)

( 1 \ ‘8!
calcolare lim | 14
t—)z\ tgt/

2
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aan
li 1o 1 +

N ) ‘ 1 1gx
2 1 = llm(l + j
llm (1 + —j = @ t—)% tgx

X —> +00 X
lim+ tg t = —00 1 1gx
"’% 1) = lim(l + j
lim|(1+—| =e 3% &
X —> —0 X
( \ &
= lim| 14 =e
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lim f(x)** ?

log f(x)*" = g(x)log f(x)=
e e SO g (x)lg f(x)

f(x)g(x) — eg(x)log f(x) —

im f(x)* =e lim /g(o) log f()]

c—> x*



NB: se g(X)logf(X) da origine dd tiha forma
indeterminata (0-) quando x— x*¥, allora

f(x)g(x) ¢ una forma ind. per x— x*

g(x)—> 0 .
f(x)—>0:>0m:> 0° f.i.
g(x)—> 0 .
f(x)—> =00:>0.OO:> 0" f.1.
g(x) > o

f(x)—>1:>w°0:>1 f.1.
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1) lim x " =
x—>0"

— lim elog x log x —
x—>0"

lim [log x]2
— e x—0 — ‘|‘OO
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2) lim (1+ cos x)*

rata (Mammana Michetti)

fa. 17

X—> —
2 lim zgx log( 1+cos x)
1gx x=>s
llm(1+cos x)¥ =e °
x—)? 1
lim sen x log( 1+cos x )¢S ¥
x—)%
= @ 1 =
lim sen x log( 1+T)“’S x
x—)%
— COS X —
= p—

— €



