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CALCOLO INTEGRALE

(integrale secondo Riemann)

ksia f:[a,b) - R con f(x) =k
4
| 4

2 b

b
Per definizione: Ia f(x)dx =k(b—a)
 Area R se k>0
-Area R se k<0

-
-

b
Osservazione: ja f(X)dX =+
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Dato l'intervallo [a,b), siano x, =a < x, <...< x, =b

esia f :[a,b) > R definita da fx) =k, perx elx x..) .
i=12....,n-1(f costanteatratti)

~T-

e Per definizione:
jb f(X)dX — k]_(X2 _ Xl) + k2(X3 — X2) + ...+ kn_l(Xn — Xn—l)
e Osservazione:

jb f (x)dx =somma algebrica delle aree dei rettangoli R,
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Sia f :[a,b) > R /imitata,
come possiamo definire lI'integrale In
modo che in analogia al casi precedenti

jb f (x)dx = area di R (con segno)?

Ea E




Sia f

S_={s(x):
b ={S(x):

» Chiamiamo integrale

la,b) > R ;

fimitata,

1 g

a,b) —> R :s(x) costante a tratti e s(x) < f(x)}

a,b) > R:S(x) costante a tratti e S(x) > f (x)}

j: f(x)dX = Sup j:s(x)dx

inferioredif: _ el

» Chiamiamo integrale +

superiore di f:

[ f(x)dx = inf [ S(x)dx

a SeS, Ja



sidirache f :|a,b) > R /iimitata

¢ Integrabile secondo Riemann su

[a,b) se
b b
j f(x)dx = j f (x)dXx

Il valore comune dell’'integrale superiore e
dell'integrale inferiore si dira

b
j f(x)dx
a
e si chiama Integrale definito

_I_



E’ intuitivo comprendere che se f(x)=0 In

[a,b), 'integrale jab f (x)dx coincide

con l'area di R.

T

R o



i di Macerata (Mammana Michetti)

Non tutte le funzioni limitate su un intervallo
sono integrabili secondo Riemann.

Consideriamo, ad es., la funzione

f :[0,1] > R definita da:

(1 sexeéirrazionale
0 se xerazionale

N f(x)cilx —0% [ f(x)dx=1
(!

f(x) non e integrabile secondo Riemann

f(X) =+
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Quali sono allora le funzioni integrabili
secondo Riemann?

Si dimostrano i seguenti Teoremi:

1) Siaf :[a,b) > R CONTINUA e LIMITATA
= f E' INTEGRABILE secondo Riemann

i
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2) Sia f :[a,b) - R LIMITATA con un NUMERO

FINITO DI P.TI DI DISCONTINUITA"
= f E' INTEGRABILE secondo Riemann

<1 '
‘ b .

ﬂ \ -

3)Siaf :[a,b) > R LIMITATA e MONOTONA
= f E" INTEGRABILE secondo Riemann
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Proprieta dell’integrale definito

) Addittivita rispetto

all’'intervallo

d’'integrazione : bt

Sia f integrabile su [a,c| esiabe|a,c]

U
(*) j f(x)dx = j: f(x)dx+_[bc f (x)dx



i di Macerata (Mammana Michetti)

Per convenzione jba f(Xx)dXx = —jab f (x)dx

1) j f(x)dx =0

2) [ f(x)dx = j: F(x)dx + [ f(x)dx

gualunqgue sia l'ordine di a,b,c



[ £ (dx+ [ f(x)dx =

:_[: f (x)dx

=" f(x)dx

a

gt By

A C b

[ F(x)dx [ f(x)dx=



2) Addittivita rispetto alla funzione
Integranda

Se f, e f, sono integrabili su [a, b)

U
f, +f, e INTEGRABILE su [a,b) e

[ 11,00+ £,00]dx = [ f,00dx + [ £,(xdx



3) Omogeneita

Se f ¢ integrabile su |a,b)

U
cf Yce R eINTEGRABILE su [a,b) e

jabcf(x)dx _ cjab f(x)dx



2)+3) = Linearita

Se f, e f, sono integrabili su [a,b)

e C, € C, sono costanti

[Te, fi(0) +c, F,(x)]dx =

b b
= Cl_[a f, (Xx)dx + CZL f,(x)dx



4) Positivita

Se f ¢ integrabile su |a,b)
f(x)=0su [a,b)
U
jab f(x)dx =0



5) Monotonia

Se f, e f, sono integrabili su |a, b)
e f,(x) < f,(x) Vxe|a,b)
U
b b
L f (x)dx sja f,(x)dx
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Siaf :[a,b) > R integrabile su [a,b) e siax €|a,b)
La funzione F(x) = IX f(t)dt
st chiama FUNZIONE INTEGRALE

a X
Def.: Dataf :(a,b) > R. Una funzione G : (a,b) > R
. G'(x)= T(x) st chiama PRIMITIVA di f



Teorema (fondamentale del calcolo integrale)
Siaf :[a,b) > R, f continuain [a,b).

e La funzione integrale F(Xx) = _fx f(t)dt e
derivabile VYx e (a,b)e F'(x) = f(x)

e Inoltre, se G(x) e una qulasiasi primitiva

di f (x) allora j f(t)dt = G(x)-G(a)



Dal T. fondamentale del calcolo integrale

J
j: f(x)dx = G(b)-G(a)

U
Per calcolare l'integrale definito cli Lna
7

Linzilone e sufficlente conosceare uUna
primitiva cellza funzione cata

L’insieme di tutte le primitive di una
funzione f data, si chiama integrale

indefinito di f e si indica nel sequente
modo: jf(x)dx




E' facile comprendere che data f :[a,b) > R

se G(x) & una primitiva di f, le primitive di f
sono tutte e sole quelle che differiscono
da G per una costante

U
| f(x)dx=G(x)+c



Teorema (della media integrale)

Siaf :[a,b]—> R, f continuain [a,b].

ce(ab): f(&)=——[ f(t)dt

b—a’a
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Teorema (fondamentale del calcolo integrale)
Dimostrazione: e | parte Sia x, €[a,b)

_ “f)dt— [ f(H)dt
O FO-F() _ [ f@dt-[ " () )
X—Xg X — X, X—Xo X — X,
[ fydt+ [ f()dt—[" f(t)dt
— Ilm a Xo a —
X—>Xq X — X,
jx f(t)dt
— lim 2x = lim (&)= f(x,)
X=X X — X, X—>Xg U

F(x) e derivabile Vx, e[a,b)e F'(x,) = f(x,)



o || parte Se G(x) et.c. G'(x)= f(x),
considerata H(x) =F(X)-G(x) =
= H'(X)=F'(X)-G'(x)= f(x)- f(x)=0

— H(x)=kK :>jax f(t)dt-G(x) =k =

= [ f(t)dt-G(a) =k = k =-G(a)
U
jax f(t)dt = G(x)-G(a)



METODI DI INTEGRAZIONE

Alcuni integrali si riescono a calcolare

senza fatica, iIntegrali immediati,
tenendo conto che I'operazione di
integrazione (indefinita) e I'operazione
Inversa della derivazione
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o = at f f d - f k
. XX a+lX + 4 “ (X)] (x)dx a+1[ (X)] "
- 1 -f'(x)d _inlt ‘
.—de=ln‘x‘+k fx) n| f(x)|+
.ede:ex_I_k -ef(x)f-(x)dxzef(x)_l_k

" 005 xdx = senx 4 k .' cos f(x)] f'(x)dx = sen[ f(x)]+k

' conxdx — —cos x 4 k .' 'senf (x)] f'(x)dx = —cos[ f (x)]+k

~ dx oy
'COdS)Z(X:th-I_k -coszf(x)f (0 =1g[ 0] +k
dx con
| sen)(zx:COth+k Isenzf(x)f (x) =cotg[ f(x)]+k
dx
f*(x)=arctg| f(x)[+k
1+X2=arctgx+k -‘.1+[f(x)]2 (%) g[ f(x)]

f'(x)=arsen| f(x)]+k

_f 0 = arsenx + k I dx
% JL-[f 0]
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Regola di INTEGRAZIONE PER PARTI

Ricordando che

[£(x)-g(0)] = F0)g(x) + f(x)g'(x)
U

[[F09-900] dx = [ £/00g(x)dx + [ f(x)g'(x)dlx
J
[ £/00-g00dx = £(x)- ()~ [ F(x)g"(x)dx



Esempio1 Calcolare j log XdX

F:(x) 9(x)

Il-log xdXx = X-log X—Jx-idx:

:x-logx—jdx:xlogx—x+k:

= X(logx—-1)+k
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Esempio 2 Calcolare I e”* cos xdx
f*(x) g9(x)

jex .COS Xdx =e” -cosx+jeX . senxdx =

—=e”-CcosSX+e” -senx—jeX .COS XdXx
2_[eX .C0S Xdx = e”(cos X + senx) + ¢

e”(cos X+ senx)
2 I

C

jex-cosxdx=



NB:
[ £1()g(x)dx = f(b)g(b) - f(@)g(@)~ [ f(x)g’(x)dx

2
Esempio 3 Calcolare L arctgxadx

jlarct xdx = xarctgx| —jl A

o IR = o 01+ x>
1pr 2X

=1-arctgl-0-arctg0—— dx =
| ) 2j01+x2

_72'
A

1 1 T 1 1
—=log(1+ x*)| ==—-=log2+=logl=
~log (L+x°)| =~~~ log 2+ log

7z1
42

log 2
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Regola di INTEGRAZIONE PER
SOSTITUZIONE

| dimostra facilmente che il calcolo dell'integrale
j f (x)dx
si trasforma, ponendo x = g(t), in quello di
J fa(g ()t
Se guest'ultimo si riesce a calcolare e risulta dato da
G(t)+ k, ammesso che la funzione g sia invertibile,

I'integrale di partenza e dato da:

j f(x)dx=G(g7™(x))+k
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Esempio 4 Calcolarej

e’ +e "
Posto x = logt =

- 1dt=J 21 dt = arctgt + Kk
e 1t t"+1

L

j de — =arctg(e*) + k
e” +e



NB: Sef eintegrabilein [a,b],
g:|a, p]—]|ab| diclasse C' =
= f(g(t))g'(t) e integrabilein [, A]
e vale la formula

[ toodx =], " F (g g (Dt

L=0
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. 8 3y
Esempio5 Calcolare jo eV dx

Posto x =t (3/x =t) = x'(t) = 3t?

8 3 38 2
e%lx:j et3t2dt=3j e't?dt =
0 0 0

2 —jozetdt)_

L s[ettz‘z ~ joz 2tetdt} _ 3 407 _ 2((ett)

=12e2—6[2e2—e2+1}:6e2—6

Ijewdx —6e°—6



INTEGRALI DI FUNZIONI
RAZIONALI FRATTE

P,(x)
Q. (x)
NB: sen>m

P,(x) =Q,(X)L(x)+ R (x) r<m

f(x)= n<m

Pn(x) _ L(X) I Rr(X)
Qn (X) Q. (X)

(caso precedente)



Esempio 6
f(x)=

X X

(X=1)(x=2) T X?—3x+2

X +0X°+0Xx+0 | X*=3x+2

—X° +3x° - 2X X+ 3
/I 3x*—=2X

—3X°+9x -6

Il 7X—06

— x3=(x+3)(x2—3x+2)+7x—6



| CASO

Mm=1=n=0= f(X)=
Bx+C

m

A B A
jf(x)dx_E jBX+Cdx_Elog\Bx+c\+k

Esempio 7

j 2 =22 dx =-2log|3— x|+k
3— X 3—X



Il CASO

f(x) =2 o n=0,1 f(x) =B
Q. (X) X°+Cx+D
1) A>0= x*+Cx+D=(x-a)(x-b)
0 2Ax+|3 __M N _Mx-Mb+Nx-Na,
X*+Cx+D (x—-a) (x-Db) (Xx—a)(x—Db)
M+ N =A
b= {—I\/I+b —Na=B
j 2Ax+B dx=Mj ax dx+Nj 2 dx =
X“+Cx+D X —a X—Db

= M log|x—a|+ N log|x —b|+k
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dx

Esempio 8 I -

A=1s0 3X+1

3x+1 M N

(X=3)(x—-2) B x—3Jr X—2

‘M +N =3
—2M -3N =1

9

_(

—5X+6

3X+1

x2—5x+6:(x—3Xx—2)

M + N)x—2M — 3N

m—h

(x—3)(x-2)
‘N =—7

j 3X+1
X°—5X+6

‘M =10

dx:jxl_ogdx—jxizdx:

=10log|x —3|—7log|x — 2|+ k



2) A=0 x2+Cx+D=(x—a)2

AX+ B M

N

(1)

H=@IM=A

J‘ AX + B

dx =M
X*+Cx+ D j

= M log|x —a|- .

i

Mx - Ma+ N

= (2)

+Cx+D  (x-a) (x-a) _ (x-a)

‘M= A

N-Ma=B

dx
X —a
N

N =B+ Ma

dx+Nj( ax )de:
X —a

+ Kk

_a)



2x+1

Esempio 9 j dx
—2X+1
A0 22x+1 _ 2x+12
X°=2x+1 (x-1)
2X+1 M N Mx M+ N
(x—l)2 x—1 " (X —1)° (X —1)°
‘M =2 ‘M =2
3 m—
—M+N = 1 N =3
j 22X+1 dx = j—dx+ S ~0dX =
X*—2X+1 (x—1)
=2log|x —1|- S ik

(x-1)
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3) A<0— x°+Cx+ D nonsipuo scomporre

AxX+ B
j > dx =
X“+Cx+D
A 2x+2—B 2x+C+2—B—C
A A A
. j > dX = j - dX =
27 X +Cx+D 2 X +Cx+D
A 2X+C A2B-AC dx

:2j‘x2+Cx+DdX+2 A Ix2+Cx+D:
ZB—ACJ‘ dx

= log(x°*+Cx+ D)+
g( ) 2 X°+Cx+D
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J‘ dx =j dx _
X2 +Cx+D ( CT AD —C?
X + +

2 4
2
dx - 2 | J4D -C? _ dx-
Cj J4D -C? { 2 ( Cﬂ
X+ | +1 X+— || +1
2 Jap—c?\" 2
+C
= arctg +k
J4aD-c? J4D-C?
J
J‘ Ax + B dx —
X*+Cx+D
=élog(x2+Cx+D)+ZB_AC 2 arctg REE
2 2 Jap-C? J4D - C?
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Esempio 10 j oX ; Jlr . dx

2x+E

dx = 2j 2 dx =
X°—X+1

A<O

j 4x +1
X —x+1

2x—1+1+E

2 4x = Zj' 2x -1 dX + 2 — j

2
j X% —X+1 X —X+1

_2Iog(x —x+1)+3j

X° —x+1

X —X+1
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dx dx dx
sz—x+1=j 1 1=j 1 3:

4 2
_ 3 _ 2 J3 _
_I4( —1j2+1dx_\/§j 2 (, 1] 1dx_
T T
2
2 J3 2 2x—1
_\/5-[[ : (Zx—lﬂl dx \/garctg 7 +C
NEA Y
4x+1 o 2X—1
dx = 2log( x* — x+1)+—arct C
J-xz—x+1 o ) J3 ) N



