
CALCOLO INTEGRALECALCOLO INTEGRALE

(integrale secondo Riemann)

[ )  : , ( ) Sia conf a b R f x k→ =

( ) ( )
b

a
f x dx k b a= −∫

Area R se k>0
-Area R se k<0

( )
b

a
f x dx =

⎧
⎨
⎩

∫

Per definizione:

Osservazione:
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[ )
[ )

1 2 .., ,  .  

: ,  

 nx a x x b

f a b

a b ≡ < < < ≡

→

siano

e si

Dato l'intervallo

definita 

 

a  da [ )+= ∈

= (f  costante a tr
 
atti)

1( ) ,

1,2...

 

., -

 

1

peri i if x k x x x

i n

1 2 1 2 3 2 1 1( ) ( ) ... (( ) )n

b

a n nf x k xdx x k x x k x x− −− + +

•

− −= +∫
 Per definizione :

somma algebrica delle aree dei ret( tangoli )
b

a if x d Rx

•

=∫
 Osservazione :
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[ )  

 = (con segno(

: ,

area )  ) di R ?
b

a
f

f a b R

x dx

→

∫

come possiamo definire l'integrale in 
modo che in analogia ai casi precedenti

Sia limitata,
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[ ): ,f a b R→Sia 

limitata,

[ ){ }
[ ){ }

( ) : , : ( ) costante a tratti e 

( ) : , : ( ) costante a t

( ) ( )

S( ) ( )ratti e 

S

S

ss x a b s x

S x a b S x

x f x

x f x
−

+

= →

= ≥→

≤

• Chiamiamo integraleintegrale

inferioreinferiore di f:

• Chiamiamo integrale integrale 

superioresuperiore di f:

( ) sup ( )
b b

a as S
f x dx s x dx

−∈−

=∫ ∫

( ) inf ( )
b b

a aS S
f x dx S x dx

+

+

∈
=∫ ∫
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Si dirSi diràà che                            che                            

èè integrabile secondo integrabile secondo RiemannRiemann su  su  
[[a,ba,b)) sese

Il Il valore comunevalore comune delldell’’integrale superiore e integrale superiore e 
delldell’’integrale inferiore si dirintegrale inferiore si diràà

e si chiamae si chiama integrale definitointegrale definito

[ )  : ,f a b R→ limitata

( ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx

+

−
=∫ ∫

( )
b

a
f x dx∫
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EE’’ intuitivo comprendere che intuitivo comprendere che se se f(x)f(x)≥≥0 in 0 in 

[a,b),[a,b), ll’’integrale                       integrale                       coincide coincide 

con lcon l’’area di Rarea di R..

( )
b

a
f x dx∫
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Non tutteNon tutte le funzioni limitate su un intervallo le funzioni limitate su un intervallo 
sono integrabili secondo sono integrabili secondo RiemannRiemann..

Consideriamo, ad Consideriamo, ad eses., la ., la funzionefunzione
definita da:definita da:[ ]: 0,1f R→

se  è irrazion      
( )

   
ale

se  è razion0 e
1

al
f x

x
x

⎧
= ⎨
⎩

0 0

1 1
0 1( )) (f x x f x dxd

+

−
≠=

⇓

=∫∫

f(x) non f(x) non èè integrabile secondo integrabile secondo RiemannRiemann
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QualiQuali sono allora le funzioni integrabili sono allora le funzioni integrabili 
secondo secondo RiemannRiemann??
Si dimostrano i seguenti Teoremi:Si dimostrano i seguenti Teoremi:

[ )1  Sia : ,   e 

    secondo RiemannE' INTEGRABI

CONTINUA LIMITATA

E

)

L

f a b R

f

→

⇒
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[ ) LIMITATA  NUMERO

FINITO DI P.TI DI DISCONTINUITA'
E' INTE

 Sia 

GRABI

: ,  con un

    secondo RiemannE

)

L

2 f a b R

f

→

⇒

[ )3  Sia : ,  e

    secondo RiemannE' INTEGRAB

LIMITATA  MONOTON

IL

A)

E

f a b R

f

→

⇒
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ProprietProprietàà delldell’’integrale definitointegrale definito

[ ] [ ]Sia   integrabile su , s

( ) ( ) ( )

e 

(*)

i

 

a ,

c b c

a a b

a c b a c

f x d

f

x f x dx f x dx= +

⇓

∈

∫ ∫ ∫

1)1) AddittivitAddittivitàà rispetto rispetto 

allall’’intervallo intervallo 

dd’’integrazioneintegrazione
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(Per convenzion ) )e ( 
a b

b a
f x dx f x dx−=∫ ∫

( ) 0 1)
a

a
f x dx⇒ =∫

qualunque sia l'ordine di a,

( )

b

( ) ( )2

,c

 )
c b c

a a b
f x dx f x dx f x dx+⇒ =∫ ∫ ∫
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( ) ( )

( ) (

(

=

=

( )

)

)

b c

a b

c b b

a c c

c

a

f x dx f x dx

f x dx f x dx f x d

x

x

f dx

+

= +

=

−

∫ ∫
∫ ∫ ∫
∫
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[ )

[ )

[ ]

1 2

1 2

1 2 1 2

INTEGRAè  su ,

Se  e  so integrabili 

BILE

no 

( ) ( ) ( ) (

   

su ,

 e 

)

+
b b b

a a a

a b

f

f f

dxx f x

a

dx dx

b

f x f x

f f

+ +

⇓

=∫ ∫ ∫

2)2) AddittivitAddittivitàà rispetto alla funzione rispetto alla funzione 
integrandaintegranda
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3)3) OmogeneitOmogeneitàà

[ )

[ )INTEG

 

R

Se è 

ABILE

integrabil

su ,  e

e su 

 

( ) (

c

)

 

,

c è
b b

a a

a

f x dx f x d

f a b

f

c

b

xc

∀

⇓

=

∈

∫ ∫

R �
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2)+3) 2)+3) ⇒⇒ LinearitLinearitàà

[ )

[ ]1 21 2

1

1

1

2 2

2

1

2

integrabili su ,

    sono cost

( ) ( )

( ) (

Se  e  sono 

e antie

)

b

a

b b

a a

df x

f f

f x x

dx

a b

c

c c

c x dxxc

c

f f

=

⇓

+

+=

∫
∫ ∫
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4)4) PositivitPositivitàà

[ )
[ )

integrabile su ,

( )

Se

0

0 su

 

( )

 

 

,

è

b

a

f a b

f

f x dx

x a b

⇓

≥

≥∫
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5)5) MonotoniaMonotonia

[ )
[ )

1 2

1

2

2

1

integrabili su ,

 ( ) ( ) 

Se  e  sono 

( )

,

)

e

(
b b

a a

f f a b

f x f x x

dx dx

a b

f x f x

≤ ∀ ∈

≤

⇓

∫ ∫
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[ ) [ ) [ )integrabile su , siaSia : ,  e , a b xf a b R a b→ ∈

La funzione 

si chiama FUNZIONE INTEG

( ) (

A L

)

R E

x

a
F x f t dt= ∫

( ) ( ) Data : , . Una funzione : ,

:  '(

Def.:

PRIMIT

 

si chiama di I

 

 A) ) fV  (

G a b Rb

f

f

G x x

a R →→

=
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TeoremaTeorema (fondamentale del calcolo integrale)

[ ) [ )Sia : , ,   continua in , .f a b R f a b→

( )    '( ) (

La funzione integrale ( ) (

)

 )

e

 è

deri  vabile ,

x

a

F

F x f t

x f

dt

x xa b

•

=

=

∀ ∈

∫

se ( ) è una qulasiasi primitiInoltre, 

 al

 

( )  = ( )lora ( 

va

   di ( ) )
x

a
f t dt G x

G x

f x G a−

•

∫
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Dal Dal T.T. fondamentale del calcolo integralefondamentale del calcolo integrale

⇓⇓

( )  = ( ( )) -
b

a
f x dx G b G a∫

⇓⇓
Per calcolare Per calcolare ll’’integrale definitointegrale definito di una di una 
funzione funzione èè sufficiente conoscere una sufficiente conoscere una 

primitivaprimitiva della funzione datadella funzione data
LL’’insieme di tutte le primitive di una insieme di tutte le primitive di una 
funzione f data, si chiama funzione f data, si chiama integrale integrale 
indefinito di findefinito di f e si indica nel seguente e si indica nel seguente 
modo:modo:  ( )f x dx∫
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EE’’ facile comprendere che datafacile comprendere che data

se se G(x) G(x) èè una primitiva di funa primitiva di f, , le primitivele primitive di f di f 
sono tutte  e sole quelle che sono tutte  e sole quelle che differiscono differiscono 
dada G per una costanteG per una costante

⇓⇓

 ( ) ( )f x dx G x c= +∫

[ ) : ,f a b → R
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TeoremaTeorema (della media integrale)

[ ] [ ]Sia : , ,   continua in , .f a b R f a b→

⇓

( ) ( ), : 1 ( )
b

a
f f t dt

b
a b

a
ξ ξ∃ =

−
∈ ∫
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TeoremaTeorema (fondamentale del calcolo integrale)

[ )

( )

0

0 0

0 0

0

0

0

0 0

0

0

0 0

0

0
0

Sia ,

( ) ( )( ) ( )lim  lim

( ) ( ) ( )
lim

( )
lim lim

                                 I part

)

e 

(

x x

a a
x x x x

x x x

a x a

x x

x

x

x x x x

x a b

f t dt f t dtF x F x
x x x x

f t dt f t dt f t dt

x x

f t dt
f f x

x x
ξ

→ →

→

→ →

∈

−−
= =

− −

+ −
= =

−

= = =
−

•

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

[ )0 0 0( ) è derivabile '( ) ),  (ex xa bF x F x f=∀

⇓

∈

Dimostrazione:Dimostrazione:
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Se ( ) è t.c. '( ) ( ),
considerata ( ) ( ) - ( ) 

'( ) '( ) - '( ) ( ) - ( ) 0

( )  ( ) - ( )

( ) - (

 II part

( )

e 

) -

x

a

a

a

G x G x f x
H x F x G x

H x F x G x f x f x

H x k f t dt G x k

f t dt G a k k G a

=
= ⇒

⇒ = = =

⇒ = ⇒ = ⇒

⇒ = ⇒ =

•

∫
∫

( )  ( ) - ( )
x

a
f t dt G x G a=

⇓

∫
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METODI DI INTEGRAZIONEMETODI DI INTEGRAZIONE

Alcuni integrali si riescono a calcolare Alcuni integrali si riescono a calcolare 
senza fatica, senza fatica, integrali immediatiintegrali immediati, , 
tenendo conto che ltenendo conto che l’’operazione di operazione di 
integrazione (indefinita) integrazione (indefinita) èè ll’’operazione operazione 
inversa della derivazioneinversa della derivazione
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2

2

1

2

2

cos

cos

1
1

1 ln

os

1

1

c

x x

dx arctgx k

senxdx x k

dx x k
x

dx tgx k
x

x

xdx senx

e dx e k

dx cotgx k
sen x

dx arsenx

x dx x k

k
x

k

α α

α
+

= − +

= +

= +
−

= +

= +
+

= +
+

+

= +

=

=

+

∫

∫

∫

∫

∫

∫
∫

∫

∫ [ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ]

[ ]

[ ]
[ ]

(

2

2

2

1

) ( )

( ) '( )

'( ) ln (

'( )

'(

cos ( ) '( ) (

( )
cos (

1( )

'(

)
( )

)

cos ( )

) (

'

( )

)

( )

)

( ) ( )
1

)

'( )

1 ( )

f x f x

senf x f x d

dx f

e

f x dx f x k

x

f x f x dx f x

tg f

dx f x arctg

x k

d

f x f x dx sen f

x f x

f x dx e k

x f

x k

f x k

x

f x

f x

k

cotg f x k
sen f x

d

x

k

f

α α

α
+

= +

=

=

= +

+

= −

+
+

+

+

+

=

=

+
+

=

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

[ ]
[ ]

2
'( ) ( )

1 ( )

x f x arsen f x k
f x

= +
−

∫
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Regola di Regola di INTEGRAZIONE PER PARTIINTEGRAZIONE PER PARTI

[ ]( ) ( )

Ricordan

( ) ( ) ( )

do e

(

ch

)f x g x f x g x f x g x′ ′ ′⋅ = +

⇓

[ ]( ) ( ) ( ) (

(

) ( ) ( )

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f x g x dx f x g x dx f x g x d

f x g x dx f x g x f x x x

x

g d

′ ′ ′⋅ = +

′ ′⋅ = ⋅ −

⇓
∫ ∫ ∫

∫ ∫
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Esempio 1Esempio 1 Calcolare log xdx∫
11 log log

lo

(log 1

g

)

log

xdx x x x dx
x

x x dx x x x

x

k

x k

⋅ = ⋅ − ⋅ =

= ⋅ − = − + =

= − +

∫ ∫
∫

 
'( )  (

        
)f x g x

↑ ↑
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Esempio 2Esempio 2 Calcolare cosxe xdx∫
cos cos

cos co

(cos )c

2 cos

os
2

co )

s

( s

x
x

x x x

x x

x x

x

e xdx e x e senxdx

e x e senx e xdx

e xdx e x se

e

n

x senxe c

x

xd

c

x

⋅ = ⋅ + ⋅ =

= ⋅ +

⇓

⋅ = +

+
⋅ = +

⇓

+

⋅ − ⋅

∫ ∫
∫

∫

∫

'( )  (
      

)f x g x
↑ ↑
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NB:NB:
'( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) '( )

b b

a a
f x g x dx f b g b f a g a f x g x dx= − −∫ ∫

Esempio 3Esempio 3
2

1
Calcolare arctgxdx∫

1 11

200 0

1

20

12

0

1
1 21 1 0 0
2 1

1 1 1log (1 ) log 2 log1

1 l

4 2 4 2

og 2
4 2

2

xarctgxdx xarctgx dx
x
xarctg arctg dx
x

x

π

π π

= − =
+

= ⋅ − ⋅ − =
+

−

= − + = − + =

=

∫ ∫

∫
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Regola di Regola di INTEGRAZIONE PER INTEGRAZIONE PER 
SOSTITUZIONESOSTITUZIONE

Se quest'ultimo si riesce a calcolare e risulta dato da 
, ammesso che la f

( ( )) '(

( ),

( )

)

unzi( )

f x

G t k

f g

x g t

x

t

d

t g dt

+

=

∫

∫
Si dimostra facilmente che il calcolo dell'integrale

si trasforma,  in quello diponendo 

one g sia invertibile, 
l'integrale di partenza è dato da:

( )1( ) ( )f x dx G g x k−= +∫

Corso di Matematica Generale - Facoltà di Economia - Università degli Studi di Macerata (Mammana Michetti)



Esempio 4Esempio 4 Calcolare x x

dx
e e−+∫

2

1 1 1
1 1

Posto 

(

lo

)

g

x
x x

dt dt arctgt

dx arc

x t

tg

k
t t

t

k
e e

t

e−

⇓

= = +
+

⇒

=

+

+

=

+

⌠
⌠⎮ ⎮

⎮ ⌡
⌡

∫
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NB:NB: [ ]
[ ] [ ]

[ ]

1

 , ,

:

( ( )

,

Se

) '(

 

e vale la formula

,  C

,

 

)  f g t g t

g a b

f a b

α β

α β

⇒

⇒

→

è integrabile in

 è integrabile

 di classe

 in

( )

( )1
2 2 2

1
1 1 1

( ) ( ( )) '( )
x t g x

x t g x
f x dx f g t g t dt

−

−

=

=
=∫ ∫
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Esempio 5Esempio 5
38

0
Calcolare xe dx∫

( )( )

3

3
38 8 22 2

0 0 0

22 222 2

0 0 00

2

8

2

3

0

2

2 2

3

2

Posto

3 3

3 2 3 4 2

12 6 2 1

 ( ) '( ) 3

6 6

6 6

 
x t

t t t

x

t

t

e dx e t dt e t dt

e t te d

x t x t x t

t e e t e dt

e e e e

t

e dx e

=

= = =

⎡ ⎤⎡ ⎤= − = − − =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤= − − + = −⎣

⇒

⇓

= =

⎦

= −

∫ ∫

∫

∫

∫ ∫
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INTEGRALI DI FUNZIONI INTEGRALI DI FUNZIONI 
RAZIONALI FRATTERAZIONALI FRATTE

  )
)

 
(

 ( )( n

m

mP xf x
Q x

n= <

( ) (  ) (
s  

) ( )
e n m

 n m rP x Q x L x R x r m= +
≥

≤
NB :

( ) ( )( )
( ) (

   
)

n r

m m

P x R xL x
Q x Q x

= +

⇓

(caso precedente)
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Esempio 6Esempio 6
3 3

2( )
( 1)( 2) 3 2

x xf x
x x x x

= =
− − − +

3 2

3 2

2

2

2

       
            

  
  

//      3 2
      

   //   

0 0 0   3

            

2

9

3

6

2

3
7

6

3
x x

x x x

x

x x

x x

x
x

x x
− +

+ + +

+

− + −

−

− +

−

−

( )( )3 2 7 3 6 23 xxxx x− + +⇒ + −=
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I CASOI CASO

( )( )
( )

)1 0 (  n

m

m Af x
B

P
x

nxf x
Q x C

= =⇒=⇒
+

=

log( ) A Bf x dx dx
B Bx C

A Bx C k
B

=
+

+⋅ +=∫ ∫

2 12
3

2lo 3
3

gd kdx
x

x
x

x−
−

−
= − =

−
− +∫ ∫

Esempio 7
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23)  0  x Cx D+⇒ +∆ < non si può scomporre
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