
11 Quando unaQuando una MATRICEMATRICE èè
INVERTIBILEINVERTIBILE ??

22 Come si calcola laCome si calcola la
MATRICE INVERSAMATRICE INVERSA ??
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Diamo una prima risposta alla prima domandaDiamo una prima risposta alla prima domanda
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Si chiamaSi chiama SISTEMA LINEARESISTEMA LINEARE
di di nn equazioniequazioni in in nn incogniteincognite
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IL VETTOREIL VETTORE

cheche soddisfa lsoddisfa l’’equazioneequazione

si chiamasi chiamabxA =

),...,,( 21 nxxxx =

vettore soluzionevettore soluzione

del sistemadel sistema
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Se A Se A èè invertibileinvertibile,,

bxA =

xxIxAAbA n === −− 11
⇓⇓

Si verifica immediatamenteSi verifica immediatamente (e per (e per 
sostituzione)sostituzione) che              che              èè ll’’unicaunica
soluzionesoluzione del sistema datodel sistema dato

bA 1−
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AA invertibileinvertibile ⇒⇒
univocamente risolubileunivocamente risolubile per per 
ogni scelta di ogni scelta di bb

bxA =

Si può vedere facilmente che vale Si può vedere facilmente che vale 
anche lanche l’’inversoinverso di questa proposizione di questa proposizione 
per cuiper cui

AA invertibileinvertibile ⇔⇔
univocamente risolubileunivocamente risolubile
per ogni scelta di per ogni scelta di bb

bxA =
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Per rispondere in maniera piPer rispondere in maniera piùù completa completa 
alla prima domanda e per dare una alla prima domanda e per dare una 
risposta alla seconda,risposta alla seconda,

introduciamo il concetto diintroduciamo il concetto di

DETERMINANTEDETERMINANTE
(di una matrice A di ordine n)(di una matrice A di ordine n)
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Sia         lSia         l’’insieme delle matrici insieme delle matrici 
quadrate di ordine nquadrate di ordine n

nM

Definiamo una leggeDefiniamo una legge
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Poniamo:Poniamo:
Per n=1Per n=1   det 11aA =

  ija   det)1( ij
ji

ij  MA +−=
Per nPer n≥≥22 definiamodefiniamo COMPLEMENTO COMPLEMENTO 
ALGEBRICOALGEBRICO didi
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NB:NB: Come si può vedere, in questa Come si può vedere, in questa 
definizione definizione non non èè specificataspecificata una particolare una particolare 
rigariga o o colonnacolonna rispetto alla quale si debba rispetto alla quale si debba 
calcolare il determinante.calcolare il determinante.

La definizione La definizione èè comunque ben posta comunque ben posta 

in quanto si può verificare chein quanto si può verificare che

il valore delil valore del determinantedeterminante èè
indipendente indipendente dalla scelta delladalla scelta della
riga riga o dellao della colonnacolonna rispetto rispetto 
alla quale viene calcolato.alla quale viene calcolato.
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ESEMPIO ESEMPIO 
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In generale,In generale,

sese

21122211det aaaaA −=
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ESEMPIO ESEMPIO 
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ESEMPIO ESEMPIO 
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PROPRIETAPROPRIETA’’ dei determinantidei determinanti

Osservazione:Osservazione: in base allain base alla
definizione di determinantedefinizione di determinante e allae alla
definizione di matrice traspostadefinizione di matrice trasposta

TAA detdet =
⇓⇓

lele proprietproprietàà dei determinanti che sussistono dei determinanti che sussistono 
circa lecirca le righerighe valgono anche relativamente allevalgono anche relativamente alle
colonnecolonne
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1)1) Un determinanteUn determinante cambia di cambia di 
segnosegno quando siquando si scambianoscambiano fra fra 

loroloro due righedue righe (o colonne)(o colonne)

⇓⇓

UnUn determinantedeterminante che abbiache abbia
due righedue righe (o colonne)(o colonne) ugualiuguali
èè UGUALE A ZEROUGUALE A ZERO
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ESEMPIO ESEMPIO 
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Scambiando le prime Scambiando le prime 
due righe si ottiene due righe si ottiene ↓↓

AB =
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123
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Per la proprietPer la proprietàà 1) 1) ⇒⇒ detdet A = A = -- detdet BB
PoichPoichéé B=A B=A ⇒⇒ detdet A = A = -- detdet AA

⇒⇒ detdet A=0A=0
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2)2) Se in un determinanteSe in un determinante un un 
vettore riga vettore riga (o colonna)(o colonna) èè somma somma 
di due vettoridi due vettori, il determinante , il determinante èè

uguale allauguale alla somma di duesomma di due
determinantideterminanti ottenuti da quello ottenuti da quello 
inizialeiniziale sostituendo tale rigasostituendo tale riga (o (o 
colonna) una volta con ilcolonna) una volta con il primoprimo e e 
ll’’altra volta con ilaltra volta con il secondosecondo dei duedei due
vettori addendivettori addendi
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ESEMPIO ESEMPIO 
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⇓⇓
Se in un determinanteSe in un determinante UNA RIGAUNA RIGA (o (o 
colonna) colonna) èè SOMMA DI ALTRE DUESOMMA DI ALTRE DUE, , 
alloraallora ESSO EESSO E’’ NULLONULLO
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3)3) Se si moltiplicaSe si moltiplica un vettore un vettore 
rigariga (o colonna)(o colonna) per un numeroper un numero,,

il determinanteil determinante risultarisulta

moltiplicato per tale numeromoltiplicato per tale numero
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ESEMPIO ESEMPIO 
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due righedue righe (o due colonne)(o due colonne)
proporzionali proporzionali EE’’ NULLONULLO
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4)4) Un determinanteUn determinante non non 
cambiacambia sese ad una rigaad una riga (o (o 
colonna)colonna) si sommasi somma unun’’altra riga (o altra riga (o 
colonna)colonna) moltiplicata per un moltiplicata per un 
fattore costante arbitrariofattore costante arbitrario
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ESEMPIOESEMPIO
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TEOREMATEOREMA

MoltiplicandoMoltiplicando gligli elementi di una elementi di una 
rigariga (o colonna) per i(o colonna) per i complementi complementi 
algebricialgebrici corrispondenti agli corrispondenti agli 
elementi di unelementi di un’’altra riga altra riga (o colonna) (o colonna) 

ee sommandosommando i prodotti ottenutii prodotti ottenuti si si 
ottiene zero.ottiene zero.
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ESEMPIOESEMPIO
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TEOREMATEOREMA

SeSe

detdet (A(A··B) = B) = detdet A A ·· detdet B

nMBA ∈,

B

NB:NB: In generale,In generale,

detdet (A+B) (A+B) ≠≠ detdet A + A + detdet BB
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ESEMPIOESEMPIO
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Le proprietLe proprietàà 1), 2), 3), 4)1), 2), 3), 4)

sonosono molto importantimolto importanti
perper semplificare il semplificare il 

calcolo calcolo 

dei determinantidei determinanti
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ESEMPIOESEMPIO

213
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=A

Sommando alla seconda colonna, la prima Sommando alla seconda colonna, la prima 
moltiplicata per (moltiplicata per (--2), il determinante non cambia 2), il determinante non cambia 
per la proprietper la proprietàà 44
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SeSe n n èè grandegrande ⇒⇒ il calcolo dei il calcolo dei 
determinanti diventadeterminanti diventa complicatocomplicato

Resta semplice anche per n Resta semplice anche per n 
grande nel caso digrande nel caso di matrici matrici 
triangolaritriangolari inferioriinferiori ee
superiorisuperiori..

In tal caso il determinante In tal caso il determinante èè
dato daldato dal PRODOTTO DEGLI ELEMENTI PRODOTTO DEGLI ELEMENTI 
DELLA DIAGONALE PRINCIPALEDELLA DIAGONALE PRINCIPALE
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In particolareIn particolare

Nn   I n ∈∀=  1
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Teorema di CRAMER
SiaSia AAxx==bb unun sistema di n equazioni sistema di n equazioni 
linearilineari..

SeSe detdet A A ≠≠ 00 il sistema ammetteil sistema ammette una, una, 
ed una sola soluzioneed una sola soluzione, per ogni , per ogni 
scelta del vettore scelta del vettore bb dei termini noti;dei termini noti;

il vettore soluzione il vettore soluzione èè dato dadato da
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D
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D

D
Dx m,...,, 21
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èè il il determinantedellamatricedeterminantedellamatrice
ottenuta da Aottenuta da A, sostituendo alla , sostituendo alla 
jj--esima colonnaesima colonna il vettore dei il vettore dei 
termini noti termini noti bb..
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NB.NB. si può anche scriveresi può anche scrivere

e poiche poichéé se il sistema se il sistema èè risolubilerisolubile ∀∀ scelta di scelta di bb
⇒⇒ A invertibileA invertibile (gi(giàà visto visto ⇔⇔) e l) e l’’unicaunica soluzione soluzione 
èè bAx 1−=
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Ricapitolando:Ricapitolando:

⇓⇓
sistema univocamente risolubile sistema univocamente risolubile ∀∀ bb

⇓⇓
A invertibileA invertibile ee

0det ≠A
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DetDet A A ≠≠ 0 0 caratterizza lecaratterizza le

MATRICI MATRICI INVERTIBILIINVERTIBILI ??
SISI

Si può vedere facilmente infatti cheSi può vedere facilmente infatti che

0det ≠⇔ Aile A invertib
⇐⇐ GiGiàà dimostratodimostrato

⇒⇒ Se A Se A èè invertibileinvertibile ⇒⇒

⇒⇒ ⇒⇒
⇒⇒

nIAAA =∃ −− 11 :
nIAA det)det( 1 =− 1detdet 1 =− AA

0det ≠A
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ConclusioneConclusione
A invertibileA invertibile

AAxx==bb èè univocamente risolubile univocamente risolubile ∀∀bb

DetDet A A ≠≠ 00
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