
Metodo di ELIMINAZIONE di GAUSSMetodo di ELIMINAZIONE di GAUSS
DueDue sistemi di equazionisistemi di equazioni si diconosi dicono

EQUIVALENTIEQUIVALENTI se ammettono le stesse se ammettono le stesse 
soluzioni.soluzioni.
Per passare ad un sistema equivalente si possono Per passare ad un sistema equivalente si possono 
eseguire, eventualmente pieseguire, eventualmente piùù volte, le seguentivolte, le seguenti
operazionioperazioni::
(1)(1) cambiare lcambiare l’’ordine delle equazioniordine delle equazioni
(2)(2) moltiplicare lmoltiplicare l’’equazione per una equazione per una 
costante non nullacostante non nulla
(3)(3) sommare ad unsommare ad un’’equazione una equazione una 
combinazione lineare delle altrecombinazione lineare delle altre
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UtilizzandoUtilizzando (1) (2) (1) (2) ee (3) (3) si puòsi può
trasformaretrasformare unun sistema DI sistema DI 
CRAMERCRAMER in unin un sistema sistema 
equivalenteequivalente in cui lain cui la MATRICE MATRICE 
DEI COEFFICIENTI DEI COEFFICIENTI siasia

TRIANGOLARETRIANGOLARE

superiore o inferioresuperiore o inferiore
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Moltiplichiamo la Moltiplichiamo la 
I equazione per 2 I equazione per 2 
e la sottraiamo e la sottraiamo 
alla II e alla III alla II e alla III ⇒⇒ ⎪
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Moltiplichiamo la Moltiplichiamo la 
II equazione per 5 II equazione per 5 
e la aggiungiamo e la aggiungiamo 
alla III alla III ⇒⇒ ⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=+
=++

6 9              
02        
3   2

z
zy
zyx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=−=

=++−=+−−=

3/2
3/42

133/23/832

z
zy

zyx

Corso di Matematica Generale - Facoltà di Economia - Università degli Studi di Macerata (Mammana Michetti)



⇒⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

− 0
6
9

112
452
363

3

2

1

x
x
x

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

6
0
3

900
210
121

3

2

1

x
x
x

ÈÈ equivalente a:equivalente a:

E il vettore E il vettore 
soluzione soluzione èè::
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SISTEMA DI m EQUAZIONI ED SISTEMA DI m EQUAZIONI ED 
n INCOGNITEn INCOGNITE

Non sempreNon sempre in un sistema il in un sistema il numero delle numero delle 
equazioniequazioni èè uguale aluguale al numero delle incognitenumero delle incognite.
Consideriamo il caso piConsideriamo il caso piùù generale in cuigenerale in cui mm
ed ed nn possono esserepossono essere qualsiasiqualsiasi:: AAxx==bb

nmMA ,∈
nRx∈

mRb∈

Con A matrice mCon A matrice m××nn
xx vettore incognitovettore incognito

bb vettore dei vettore dei 
termini notitermini noti

Corso di Matematica Generale - Facoltà di Economia - Università degli Studi di Macerata (Mammana Michetti)



RANGO RANGO di una matrice A (mdi una matrice A (m××n)n)

Definizione:Definizione: Data una matrice Data una matrice 
A(mA(m××n), sen), se pp èè un numero naturale un numero naturale 
((≠≠0)0) non superiore al pinon superiore al piùù piccolo dei piccolo dei 
numeri m ed n,numeri m ed n, si dicesi dice MINORE MINORE 
DI ORDINE pDI ORDINE p della matrice A , undella matrice A , un
qualunque determinante di qualunque determinante di 
ordine pordine p ottenuto con gli elementi ottenuto con gli elementi 
comuni a comuni a pp righe e a righe e a pp colonne di A.colonne di A.
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ESEMPIO ESEMPIO 
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EE’’ un un minore del secondo ordineminore del secondo ordine
ottenuto prendendo gli elementi ottenuto prendendo gli elementi 
comuni alla comuni alla I e III colonnaI e III colonna e alla e alla 
I e II rigaI e II riga 2321

1311

aa
aa

343331

242321

141311

aaa
aaa
aaa

EE’’ un un minore del terzo ordineminore del terzo ordine
ottenuto prendendo gli elementi ottenuto prendendo gli elementi 
comuni alla comuni alla I, III e IV colonnaI, III e IV colonna
e alla e alla I, II e III rigaI, II e III riga

Corso di Matematica Generale - Facoltà di Economia - Università degli Studi di Macerata (Mammana Michetti)



Qual Qual èè ilil massimo ordinemassimo ordine
dei minoridei minori che si possono che si possono 
estrarre da unaestrarre da una matrice matrice 
(m(m××n)n)??

Naturalmente Naturalmente èè il piil piùù
piccolopiccolo fra i numerifra i numeri mm
ed ed nn !!
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RANGO di A RANGO di A ((defdef.).)
QuandoQuando almeno un elemento della almeno un elemento della 
matrice A matrice A èè diverso da zero,diverso da zero, si dicesi dice
RANGORANGO (o caratteristica)(o caratteristica) DI  ADI  A
ll’’ordine massimo dei minori ordine massimo dei minori 
non tutti nulli che si possono non tutti nulli che si possono 
estrarre da A.estrarre da A.
Se tutti gli Se tutti gli elementielementi di A sono di A sono nullinulli, , 
diremo che la diremo che la caratteristicacaratteristica di A di A èè zerozero
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ESEMPIO ESEMPIO 
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I minori del terzo ordineI minori del terzo ordine sono tutti sono tutti 
UGUALI A ZEROUGUALI A ZERO in quantoin quanto la terza riga la terza riga èè

proporzionale alla prima proporzionale alla prima ⇒⇒ p<3p<3
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3p è r(A)  4,3 ≤⇒∈MA
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∃∃ un un minoreminore del secondo ordinedel secondo ordine
DIVERSO DA ZERODIVERSO DA ZERO

⇓⇓

p=2p=2

01
21
32

≠=
P=2 ?P=2 ?
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TEOREMA di TEOREMA di KroneckerKronecker
Una matrice Una matrice HA RANGO KHA RANGO K

ÈÈ possibile estrarre un possibile estrarre un minore di minore di 
ordineordine K K diverso 0diverso 0 e siano e siano tutti tutti 
nullinulli i i minori di ordine K+1minori di ordine K+1 (se (se 
ve ne sono) che lo contengono.ve ne sono) che lo contengono.
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ESEMPIO ESEMPIO 
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Determinare il rango p diDeterminare il rango p di

4p  è  r(A)  5,4 ≤⇒∈MA
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Se i Se i minori del terzo minori del terzo 
ordineordine che lo che lo 
contengono sono contengono sono 
uguali a zero uguali a zero ⇒⇒ p=2p=2
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Se tutti  i Se tutti  i minori del quarto ordineminori del quarto ordine che lo che lo 
contengono sono uguali a zero contengono sono uguali a zero ⇒⇒ p=3, p=3, 
altrimenti p=4altrimenti p=4
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SianoSiano

nmMA ,∈ nRx∈ mRb∈

= matrice incompleta= matrice incompleta

AlloraAllora

nmMA ,∈

1, +∈′ nmMA = matrice completa= matrice completa
(si ottiene da A aggiungendo la colonna dei (si ottiene da A aggiungendo la colonna dei 
termini noti)termini noti)
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Osservazione:Osservazione:

Possono presentarsiPossono presentarsi 2 CASI2 CASI::

o la caratteristica dellao la caratteristica della
matrice completamatrice completa èè maggioremaggiore di di 
quella dellaquella della matrice incompletamatrice incompleta

o le dueo le due matricimatrici hanno lahanno la
stessa caratteristicastessa caratteristica
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QuandoQuando unun SISTEMA DI SISTEMA DI 

m EQUAZIONI IN n INCOGNITEm EQUAZIONI IN n INCOGNITE

èè compatibilecompatibile

(ammette soluzioni)(ammette soluzioni)??
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TEOREMATEOREMA di di RouchRouchéé CapelliCapelli

Un Un sistema linearesistema lineare

di di m equazioni in n incognitem equazioni in n incognite AAxx==bb
AMMETTE SOLUZIONIAMMETTE SOLUZIONI

r(A)=r(Ar(A)=r(A’’))
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Osservazione:Osservazione:
Un sistema diUn sistema di m equazionim equazioni inin n n 
incogniteincognite AAxx==bb

con con bb==00 si dicesi dice OMOGENEOOMOGENEO

Un sistema omogeneo Un sistema omogeneo èè sempre sempre 
compatibilecompatibile: : esso ammette esso ammette 
sempre la soluzione nullasempre la soluzione nulla xx==00
(d(d’’altra parte r(A)=r(Aaltra parte r(A)=r(A’’))))
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Come si procedeCome si procede per per 

risolvererisolvere unun SISTEMA SISTEMA 

AAxx==bb

compatibilecompatibile??
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Sia Sia kk il il rango comunerango comune di A e Adi A e A’’..

Si considerano soltanto Si considerano soltanto kk delle delle 
mm equazioni trascurando le altre equazioni trascurando le altre 
mm--kk
La scelta va fatta in maniera tale che la La scelta va fatta in maniera tale che la 
matrice dei coefficienti delle k equazioni matrice dei coefficienti delle k equazioni 
scelte abbia rango kscelte abbia rango k

⇒⇒ Sistema diSistema di k equazionik equazioni inin n n 
incogniteincognite
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In questo In questo sistema sistema di k equazionidi k equazioni in in 
n incogniten incognite si scelgono si scelgono k incognitek incognite in in 
modo che il determinante dei loro modo che il determinante dei loro 
coefficienti sia diverso da zero;coefficienti sia diverso da zero; alle alle 
altre naltre n--k incognite si attribuiscono valori k incognite si attribuiscono valori 
arbitrariarbitrari

⇒⇒ sistema di sistema di k equazionik equazioni in in n n 
incogniteincognite il cui determinante dei il cui determinante dei 
coefficienti coefficienti èè ≠≠ da 0 che può da 0 che può 
essereessere risolto con risolto con CramerCramer
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♦♦ SeSe k<nk<n il sistema ammetteil sistema ammette

infinite soluzioniinfinite soluzioni dato che ad ndato che ad n--k k 
incognite si possono dare valori incognite si possono dare valori 
arbitrariarbitrari (si dice              soluzioni)(si dice              soluzioni)kn −∞

Quindi:Quindi:

♦♦ SeSe k=nk=n il sistema ammetteil sistema ammette una, una, 
ed una sola, soluzioneed una sola, soluzione
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⇒⇒ Per Per KroneckerKronecker ⇒⇒ r(A)=r(Ar(A)=r(A’’)) ⇒⇒ il il 
sistema sistema èè compatibilecompatibile ed ed 
ammette         soluzioniammette         soluzioni1∞
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