Derivate parziali di f(x,y)

f:AcCR° >R, P, =(X,,Y,)eA
punto di accumulazione del dominio A
f sidice
DERIVABILE PARZIALMENTE
RISPETTOAD X InP, =(X,, Y,)
se ESISTEed e FINITO
lim f(X’ yo) B f(Xo’ yo)

X—Xg X — X,




Corso di Matematica Generale - Facolta di Economia - Universita degli Studi di Macerata (Mammana Michetti)

f(xy)=—x-2"-2y-y R=(00 *=f(x0) *=f(0,0)
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Se tale limite ESISTE FINITO esso si

chiama derivata parziale rispetto ad
x di f(x%,y) nel punto Po e si indica con
una delle seguenti notazioni

of
f (X1 Yy) O a—x(xo, Yo)

NB: La derivata parziale rispetto ad x altro
non e che la derivata della funzione nella sola
variabile x, f(x,y.) quindi geometricamente
rappresenta il coefficiente angolare della
retta tangente a tale curva nel punto (%o,Yo)
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Retta tangente ad f(x,y) nel punto (0,0)




In maniera analoga, lo studente
provi a farlo, si definisce la
derivata parziale di f
rispetto ad y



ESEMPIO
Calcolare le derivate parziali prime di
f(Xx,y)=3x+log(x—y)+ xy’
nel punto P, = (2,1)

f(x,y,)=T(X,1) =3x+log(x—1)+ X

of of 1
—(X,¥,) =—(X,1) =3+ |
~ (X Yo) =—(X.1) v
of

8_X(XO’ V,)=1 (2,1)=3+1+1=5

1




...continua

f(x,y)=T(2,y)=6+log(2-y)+2y’

of of 1
o (e =2 2y) =54y

of |
8_y(XO’ Yo)=1,(2,1)=-1+4=3



Osservazione
(of of )

e
vettore gradiente della funzione f e

si indica con la notazione W

|

| vettore S| chlama

Il gradiente di f (X, y) = 3x + log(Xx - y) + Xy~
nel punto (2,1) e VI(2,1)=(5,3)




ESEMPIO

Dimostrare, utilizzando la definizione, che la
funzione assegnata non e derivabile
parzialmente nel punto 0=(0,0)

f(x,y) =\/x2 +y°

Jx?

lim 1%0) = 1(0,0) _ i VX7 _ i X1

X—0 X X—0 X X—0 X

F0.) - £(0.0) _ VY IVl 5

lim = |lim—=
y—0 Yy y—0 y X—>0 y

X

yf
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Grafico di f(x,y)
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Osservazione

Mentre nel caso di funzioni di una
variabile

DERIVABILITA'=CONTINUITA’

per funzioni di due variabili

DERIVABILITA' PARZIALE
4
CONTINUITA’



-

Xy
ESEMPIO f(x,y)=1{X*+ Y’

0 per (X, Yy)=(0,0)

per x> +y° #0

4 lim——2— = f(x, y) ¢ DISCONTINUA in (0,0)

2
0
0 X"+ Y

Ma 3 lim X0 =100 ;.00 _4_ ¢ 4 0)
X—0 X X—0 X
ed 3 lim 0N =TO0) _ ;0,070 _5_ ¢ (0,0)

y—0 y y—0 y
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Grafico di f{x,v) derivabile parzialmente in {0,0) ma ivi discontinua
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f:AcR° >R

deriv. risp. a x I deriv. risp. ay

! I
or of
OX oy
deriv. risp. a x I deriv. risp.ay deriv. risp. a x I deriv. risp. ay
| ] | |
o° f o f o° f o° f
X, (X’ y) X, X,
PV I( ) axdy [ ayaXI( y) ¥ (X, y)
! - L 1o I !
5% f of o f o°f P3¢ 53¢ 5 58 f
Oox®  Ox’0y OXOYOX OXOY" ayax® 0Oyoxdy oy’ox oy




o0° f
OX° (

0 fxx)’

NOTAZIONI

o° f o° f
oy’ (O fyy)’

ox’>

(0 fre) -

Sono le DERIVATE PURE

82f 521: 531:

axay( fo) 8y8)( (O fyx) axzay (O fxxy)
agf 831:

axayax (O fxyx )1 axayz (O fxyy)

Sono le DERIVATE MISTE
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ESEMPIO

3 3
ata la funzione f(x,y)=e*’x+ x*y calcolare o f o> f

2 € 2
OX°0y  0yoX

f,(X,y)=e""x+e" +4x7y

f (X, y)=e*Yx+e +e* +12x%y
X+ 4
f,(X,y)=e"x+x

f (X, y)=e""x+e*" +4x°

0° f oy .
zeﬁy foy (X, y) = xe™ +2e*7 + 12X°

o> f o e 2
aanZ = fyxx(x1 Y) =€ + Xe + € + 12X




TEOREMA DI SCHWARZ

f: AcR* > R ammette derivate
seconde miste in un intorno di un
puntO Po=(Xo,yo)EA.

f, e f, CONTINUE in P,
U
fxy(PO): fyx(PO)



Definizione

f: AcR* > R, si dicechef é
DIFFERENZIABILE in P,(x,,Y,) € A
seda, a, e R:

TN Ty —[a (= x) +an(y-yo)]
e JX= %)+ (Y= ¥, )’




Si dimostra che f differenziabile in P, =
= A1, (R)e 1Ey(l:)o) ea = f,(R)ea = fy(Po)

U
df(Po) — fx(xm YO)(X — Xo)

fy(XO’ yo)(y_ yo)

Si chiama DIFFERENZIALE di f in Po



NB:

Sef(X,Yy)=X df (P,) =dx =(X-X,)
Sef(x,y)=y df (Fy) =dy=(y-Yo)
U

df(Po) — fx(Po)dX T fy(Po)dy
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Da un punto di vista geometrico

J

f differenziabile in Po=
— il grafico di f e dotato in Podi PIANO

TANGENTE di equazione

2= T(Xp, Yo) + T.(X0, Yo ) (X =%p) + T, (Xo, Yo )(Y = ¥o)

Dalla definizione di differenziabilita = |l
grafico della funzione puo essere “ben”
approssimato in un intorno di Po, dal piano
tangente I1
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Grafico del piano tangente ad f(x,y) nel punto (1,1)




f differenziabile in Po
f derivabile parzialmente in Po

Dalla definizione di differenziabilita =

f differenziabile in Po
f continua in Po

ATTENZIONE:

di queste due proposizioni non vale
I'inverso



ESEMPIO

La seguente funzione e continua e derivabile in
(0,0) ma non e differenziabile in quel punto

F(x, y) = x|

lim/|xy| =0 = f(0,0)

X—0

y—0

lim f(X,O)_ f(0,0) N IImM:O: fX(O,O)ZO
X—0 X X—0 X

im0 Y= 10.0) . 10=0_4 f,(0,0)=0

y—0 y y—0 y



Se f fosse differenziabile dovrebbe essere

lim \xy\

0 2 2
§30\/X +Y

NON ESISTE Infatti posto y = mx

]
lIm = |im

=0 J(Mm2+1)x2 29\ m? +1

m
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f(x,y) continua, derivabile ma non differenziabile in (0,0)
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Osservazione:

Data T : A R* — Rlacontinuita e
|a derivabilita parziale in Po NON
SONO SUFFICIENTI a garantire la
differenziabilita

ma

Se f e continua in Po ed e dotata di
derivate parziali continue

— f e differenziabile in Po
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f:A - RZ — |R derivabile quante volte si
vuole con tutte le derivate continue

Per definizione

d°f =d(df) = d(@dx+gdy)
OX

oy
con la convenzione che dx e dy slano costanti

2 2 2 2
0 de2+ ot dydx + ot dxdy+a Idyzz
OX OyOoX OX0Y oy

o2 o2 dyz_(af of )(2’

d’f =

2
0 de2+2 dxdy + — —dx + —dy
OX OXO0Y oy OX oy




(2)
(ﬁ dx . oF dyj S‘i chiama qyadrato
OX oy simbolico di f

Analogamente

d3f—(—dx+—dj

d"f _(—dx+—dy)




4 — t
fracR: >R, LT X0 4 ra

Ly = y(t)

vVt ela,b], Ft’(x(t), y(t)) e A

Funzione composta

F(t) = T(x(1), y(1)), telab]




e Se f (%,y) e derivabile parzialmente in
A,

e se x(t) e y(t) sono derivabili Vte[a,b]

I}

F(t) e derivabile in [a,b] e si ha

F(t) = f, (x(t), y(t)) x"(t) + f, (x(t), y(t)) y'(t)
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f(x,y)=eY +x% [x(t)=sint
3 teR
ESEMPIO R R Ly e

= F(t) =e® " +sin®t

Fr(t) = f (x(t), y(t)) x"(t) + f, (x(t), y(t)) y(t)

(X, y)=ye” +2x f (x,y)=xe”
U

F'(t) = (eteetSint + 25sin t) cost+sint.e® s . g!
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Formula di Taylor

f:AcR° >R, feC"(A)
P,(X,,Y,) € AeP(X,y)e A
con conseguente B,, P € A

A
P(x.y)

Po(Xo,Y0)




F(x,y)=
= (X0, Vo) +| F(Xo. Yo) (X = %)+ £,(X5, Yo )(Y = ) | +

+%[fx(x0,yo)(x—x0)+ fy(xo,yo)(y—yo)]2+ ........ +

# O )K= X + £, G0 Y)Y = 1) ]+ R (X, ¥, % %)
dove lim Ry (X ¥, %, %o) — =0
5 (V=507 + (v = 0)°)
Se f e C™(A), si puo scrivere il
RESTO NELLA FORMA DI LAGRANGE
Rn(X’ Yy Xo YO) —
(X +3(X=%,), Yo +9(Y = ¥o)) (X = X,) +

(% +IX= %), Yo + E(Y = V) (Y= o) _
(nN+1)!

n+1




ESEMPIO

Scrivere la formula di Taylor fino al secondo
ordine per la funzione

f(x,y)=e""*¥ con punto iniziale (1,1)

f(1,1)=¢°, f =e“ f =2

y

_ aXt2y _ X+2Yy . X+2Yy
f,=6e"7, f,=27" 1 =4e

f(x,y) =€+ e’(x-1)+2e°(y-1) |+

+%[e3(x—1)2 +4e3(x—1)(y—1)+4e3(y—1)2]+ R,




