
Massimi e MinimiMassimi e Minimi

DefinizioneDefinizione
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DefinizioneDefinizione

xx00 punto di punto di max rel.max rel. improprio (proprio)improprio (proprio)
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TeoremaTeorema
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Il piano tangente al grafico nel punto di Il piano tangente al grafico nel punto di 
massimo massimo èè parallelo al piano (x,y)parallelo al piano (x,y)
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La condizione La condizione non non èè però però sufficientesufficiente

( , )f x y xy=

( ) ( ) ( )0,0 =0,    0, 0 =0,   0, 0 =0x yf f df

ma (0,0) ma (0,0) non non èè

nnéé un punto di max rel.un punto di max rel.

nnéé un punto di un punto di minmin rel.rel.
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Il punto (0,0) Il punto (0,0) èè un un PUNTO DI SELLAPUNTO DI SELLA
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DefinizioneDefinizione

xx00 punto di SELLApunto di SELLA sese

0: ,     nf A x A⊆ → ∈R
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SeSe

èè differenziabiledifferenziabile nei punti interni di Anei punti interni di A
⇓⇓

: nf A ⊆ → R

I I punti di massimo e minimo relativopunti di massimo e minimo relativo vanno vanno 
ricercatiricercati tra i tra i punti dipunti di frontierafrontiera e i e i punti punti 
CRITICICRITICI di f, ciodi f, cioèè tra i punti P in tra i punti P in 
corrispondenza dei quali corrispondenza dei quali 

o equivalentemente o equivalentemente 

( ) 0 df P =

( )
 

0  1,...
ixf P i n= =
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Tra i punti criticiTra i punti critici, come , come 
riconoscere i punti di riconoscere i punti di 
massimo relativomassimo relativo
minimo relativominimo relativo

e di e di sella sella ??
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xx00 Punto criticoPunto critico
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( ) ( ) ( )
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Se  I , :   punto di 

Se  I , :   punto di 
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xr f xxx
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⇓
Occorre analizzare nelle vicinanze di Occorre analizzare nelle vicinanze di xx00,,

il segno di il segno di ( ) ( )0f x f x−
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Prendiamo il caso in cuiPrendiamo il caso in cui

Dalla formula di Dalla formula di TaylorTaylor
⇓⇓

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 22
0 0 0 0 0 0 0 0, , , ,f x y f x y df x y d f x y x x y y= + + + − + −

PoichPoichéé PPo o punto criticopunto critico

( )0 0, 0df x y =

⇓

( ) ( )2 2
0 0: ,  A , punto crit c  , i oof A f C P x y A⊆ → ∈ ≡ ∈R
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⇓⇓
Nelle vicinanze di PNelle vicinanze di P00, il , il segno di f(P)segno di f(P)--f(Pf(P00))

èè strettamente legato al segno strettamente legato al segno 
della della forma quadraticaforma quadratica

( ) ( ) ( )( )
( )( )( ) ( )( )

( ) ( )( )

2
0 0 0 0 0
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2 2
0 0
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xy yy

f x y f x y f x y x x

f x y x x y y f x y y y

x x y y

− = − +

+ − − + − +

+ − + −

( )( ) ( )( )( ) ( )( )2 2
0 0 0 0 0 0 02xx xy yyf P x x f P x x y y f P y y− + − − + −
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( )( ) ( )( )( ) ( )( )2 2
0 0 0 0 0 0 0
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la condizione ( , ) è :
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0 0 0
0 1 2P ( , ,
Più in gene
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1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

1 2
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2 2  :I , ( )  n particolare: f A f C A⊆ ∈

⇓

→ R

( , ) ( , )
( , )

( , ) ( , )
xx xy

yx yy

f x y f x y
H x y

f x y f x y
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 ( , ) Se   ( )  NB: ( , )xy yxff C x y f xA y∈ =

⇓
H(x,y) H(x,y) èè una matrice simmetricauna matrice simmetrica ed ed H(xH(x00,y,y00) ) èè
proprio la matrice proprio la matrice associata alla forma associata alla forma 
quadraticaquadratica

( )( ) ( )( )( ) ( )( )2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0, 2 , ,xx xy yyf x y x x f x y x x y y f x y y y− + − − + −
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4 2 2 4 5 2( , ) 2 2 5  ( , ) Rf x y x x y y x x y= + + + − ∈
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Esempio: Esempio: massimi e minimi relativi dimassimi e minimi relativi di
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( )

Nulla si può dire a prio

0,
0
0 0

r
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4 2 2 3( , , ) 2 1   ( , , )f x y z x y z x x y z= + + − − ∈
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Esempio: Esempio: massimi e minimi relativi dimassimi e minimi relativi di
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2 0
2 0,    4 0,    ( , , ) 8 0

0 2xxf H x y z= > = > = >

⇓⇓

I minori principali di NI minori principali di N--O sono positiviO sono positivi

⇓⇓

La forma quadratica La forma quadratica èè definita positivadefinita positiva

⇓⇓

(1,0,0) P.TO di MINIMO RELATIVO(1,0,0) P.TO di MINIMO RELATIVO

f(1,0,0)=f(1,0,0)=--22
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