Massimi e Minimi
Definizione
f:AcR" >R X, € A

Xo punto di max improprio (proprio)
(Xo punto di min improprio (proprio))
se

fx)<f(x) (f(x)<f(x)) vxeA
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Esempio di massimo proptio
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Esempio di massimo improptio
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Definizione
f:AcCcR">R x,eA

Xo punto di max rel. improprio (proprio)
(Xo punto di min rel. improprio (proprio))
Se

3 (%,,1): F(x)< F (%) (F(x)<f(x))
Vxedl(X,,r)NA

(31(x,,T): f(x)>f(x,) (f(5)> f(XO)) \
X vXxedl(X,,r)mnA )
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Esempio di massimi relativi propri
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Esempio di massimo relativo improprio




Teorema

f.:AcR" > R, X, interno ad A,
f differenziabile in Xx,,

X, punto di max (min) rel.

U

f (%) =0
(oequivalenterrente f, (x,) =0 (i=1,..n))
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Grafico di f(x,y) e del piano tangente z=1 nel punto di max

Il piano tangente al grafico nel punto di
massimo e parallelo al piano (x,y)



La condizione non & pero sufficiente
F(X,y)=xy

f, (0,0) =0, f, (O, O):O, df (O, O)=O

ma (0,0) non e
né un punto di max rel.

né un punto di min rel.
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Grafico di f(x,y)=xy nelf'intorno di (0,0)
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Il punto (0,0) & un PUNTO DI SELLA




Definizione
f:AcCcR" >R, x,eA

Xo punto di SELLA se

VI(X,,r), inesso cadono
sia punti x incui f(x)> f(x,),
sia punti x in cui f (x) < f(x,)
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Se f:AcR">R

e differenziabile nei punti interni di A

| punti di massimo e mi%imo relativo vanno
ricercati tra i punti di frontiera e i punti

CRITICI di f, cioé tra i punti P in
corrispondenza dei quali

0 equivalentemente fxi (P) =0 1=1..n




Tra | punti critici, come
riconoscere | punti di

massimo refativo
minimo refativo

e di sefla ?



Xo Punto critico

Se3 I(X%,,r): f(x)-f(%)<0 = x, punto di max rel

Se3 (X%, r): f(x)—f(x)=0 = x, punto di min rel

Se V I(x,,r): f(x)- f(x,) cambiasegno = x, punto di sella

U

Occorre analizzare nelle vicinanze di Xo,

1segnodi | T (X)— (X))




Prendiamo il caso in cui
f:AcR*>R, feC’(A), P,=(X,,Y,) e A punto critico

Dalla formula di Taylor

J

f(X,y)="T(XY)+df (Xo,Y,)+0d*f (xo,y0)+o(\/(x—xo)2 +(y—yo)2)

Poiché Po punto critico
df (X,,Y,)=0
U



f(X’Y)_ f (Xo’yo): fxx(xo’yo)(x_xo)2 T
+2 fxy(XO’yO)(X_XO)(y_yO)+ fW(XO’yO)(y_yO)Z +

+o(\/(x—xo)2+(y—yo)2)
|

Nelle vicinanze di Po, il segno di f(P)-f(Po)
e strettamente legato al segno
della forma quadratica

fxx(PO)(X_X0)2 +2f, (R) (X=X )(Y = ¥o)+ fyy(PO)(y—y0)2




Posto q(x, y) =

= fxx(Po)(X_X0)2 +2fxy(Po)(X_X0)(y_y0)+ 1:yy(PO)(y_yO)z
U

q(x,, Y,) definita positiva (negativa) =

= (X,,Y,) p-todi MIN (MAX) rel. proprio
q(X,, Y,) Indefinita = (X,, y,) p.to di SELLA
q(x,,Y,) semidefinita = nulla si puo dire a priori

NB: la condizione q(X,, Y,) semidefinita e SOLO NECESSARIA:
(Xy: Y,) P-to di MIN (MAX) rel. = q(X,, Y,) semidefinita pos. (neg.)



Pit in generale: f: AcR" - R,

P, = (X, X;,..., X, ) p.to interno ad A,

U

q(x/, Xs,..., X ) definita positiva (negativa) =
= P, p.to di MIN (MAX) rel. proprio
a(x/,X;,...,x°) indefinita = P, p.to di SELLA

q(x/, X5,..., x.) semidefinita = nulla si puo dire a priori
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Data f: AcR" > R, f ECZ(A)
sl chitama MATRICE HESSIANA,
la matrice




In particolare: f: AcR?* 5> R, f e C*(A)
U

(o (Xy) (Y)Y
\ yx(X y) fyy(x1 y)/
NB: Se f eC?*(A) f,(x,y)="f, (X V)
U

H(x,y) e una matrice simmetrica ed H(%o,yo) e
proprio la matrice associata alla forma

guadratica
s (xo,yo)(x—x0)2 + 28, (X0 Yo ) (X =% )(Y = Yo )+ Fy (X0, Yo ) (Y - y0)2

H(X,y) =
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fxx(XO’ yo) > O

(minore princ. di N-O | ordine) H (X, Yo )| < O
H (%5, Y5)| >0 U
(minore princ. di N-O |l ordine) (X,,Y,) p.todi SELLA

U
(X,,Y,) p.to di MIN REL PROPRIO

f. (X, 0
] XX( ° ¥0)< ) ‘H(XO’yO)‘ZO
(minore princ. di N-O | ordine) U
‘H (% yO)‘ . la forma quadratica e semidefinita
(minore princ. di N-O Il ordine) U
U non si pud dire NULLA A PRIORI
(Xy,Y,) p-to di MAX REL PROPRIO




Esempio: massimi e minimi relativi di

f(X,y)=x"+2x°y* +y*+2x°> =5 (X,y) e R’

f =4x°+4xy? +10x* =0
f,=4x°y+4y’ =0
U

B ([ 2
P,=(0,0) P, _( 5,0)

\
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f (X,y)=12x* + 4y’ +40x°
f,, (X, y)=4x*+12y°
fy (X, ¥) = f,(X, y) =8xy

( )
16 0

A (—%,0): - 16
0

\ 25

H (—E,Oj <0=> (—%,Oj p.to di SELLA




Grafico di f(x,y) nelf‘intorno di {-2/5,0)
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H(0,0)z(g gj

Nulla si puo dire a priori
f(x,y)— f(0,0) = x* +2x°y* + y* + 2Xx° =
= X" (1+2x) + 2x°y* + y*

Peer—%: f(x,y)— 1(0,0)>0

= (0,0) p.to di MIN REL per f






Esempio: massimi e minimi relativi di

f(x,y,2)=x"+y° +2°-2x-1 (Xx,V,2)eR®

2x—2=0
12y=0 = PF,=(1,0,0) p.to CRITICO
22 =0

(fe fy fo)] (2 0 O
H(x,y,z)=| f f f 0 2 O
e fy f.) L0 0 2

yz yy yz




f =2>0, 0 5 =4>0, [H(x,y,z)[|=8>0
U
| minori principali di N-O sono positivi
U
La forma quadratica e definita positiva
U

(1,0,0) P.TO di MINIMO RELATIVO
£(1,0,0)=-2



