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Polinomio di Taylor

f:(ab) >R x e(ab)

Domanda:
e possibile “approssimare” f
“Vicino” a Xo con un polinomio

del tipo
Pn(X, Xo) =dy + a1(X_ Xo)"‘ T a‘n(x_ Xo)n?



Risposta Teorema:
f:(ab)>R, x,e(ab), feC"((ab))

= 1P (X, X,) t.c.
|Im f(X) P (X XO) — |Im Rn(X’XO —
X—> X (X — XO) X—> X (X—Xo)n
Pn(X’XO) _
= T(X,)+ (% )(X-X,)+
+ (%) (X-X,)° +...+ (%) (X-X%,)" =
2! n!
_ n (K)(X )(X Xo)k

=0 K1



Si chiama

POLINOMIO DI TAYLOR

di grado n e punto Iniziale Xo



Dal teorema precedentemente enunciato

— se f:(a,b) >R X, e(a,b)

(X— X)

(*) T(x)= Z F (%)

Rn(x1 XO)

con R (X, X,) = o((X — XO)”)



Il secondo membro di (*) sl chiama
FORMULA DI TAYLOR con resto
secondo Peano

Nel caso In cul x.=0 la formula
di Taylor prende il nome di

formula di Mc Laurin



Esempio f(X) =sin X
feC?’(R)=>VneN FIP (x,0):

sin X =P_(X,0) +o(x")

Polinomio di Mc Laurin di grado 3

f(x)=sinx f'(x)=cosx f"(x)=-sinx f"'(x)=—-cosx
f(0)=0 f'0)=1 f"(0)=0 f'"'(0)=-1

X3

1 sinx—x+——I
= Py(X,0)=x=2X = lim — 31—
- Xx—0 X
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Polinomio di Mc Laurin di grado
1

f(x)=sinx f'(Xx)=cosX
f(0O)=0 f'(0)=1

= P,(X,0) =X

. sSInX—X
= lIm =0
X—0 X
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(*) Polinomio di Mc Laurin di
grado 5

f@(x)=sinx f®(x)=cosx
f920)=0 f®0)=1

x> X

= P.(x,0) =X TR
. D &
SiNX — X+ |

Xx—0 X
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= Aumentando il grado del polinomio di Mc Laurin,
migliora I'approssimazione di f(x) “vicino” al punto xo=0
Grafico di sin(x) e dei polinomi approssimanti fino al grado 5

2.5 T T \
A

2 - |

1.5+ 2
1+ |
0.5 2

O* \ \ i

sin(x)

-0.5 - .

1 i

y=sin(x) | _
Pl

P3=P2
P5=P4

_25 \ \ | \ \

-1.5+

2L




Resto nella forma di Lagrange

Se f eC™(a,b), x, e(a,b), P (x,x,) PoldiTaylor

U
VX e (a,b)3é e (X, X,):

n+1

B B (n+1) (X—=X%,)
F(x)=P.(X=X,)+ T77(5) (h+1)



n+1

£ (n+1) (X_ XO)
R, (%) = £9(6) 5

si chiama resto
nella forma di Lagrange



Esemplo

Si vuole valutare l'errore che si
commette approssimando la
funzione

f(x)=e* nelpunto x,=0.1

con il polinomio di Mc Laurin di
grado 3 .
X X

— P3(X,O)=1+x+§+§

2 3
= P,(0.1,0) =1+0.1+ (0.1) - (0-1)

2! 3!
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Grafico di exp(x) e del polinomio di Mc Laurin di grado 3
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Utilizzando la formula di Lagrange per il
resto =

<
R,(0.1,0) = e — P,(0.1,0) = %(0.1)4

con 0,0.1 .
- <(0.01) TO\O+.1
U
e* et 3 1
R.(0,0.1)| = |— (0.1)*| < |-—(0.1)*| < =
Ro(0,01) 4!( ) 4) 0-) 4110* 8000




