" J
. La tavola del simplesso
(metodo del pivot)
Esempio

min z = —hxry — 3rg — Iq
T+ 219 — g < 15

'.311'-'1 — I9 | I3 | ()

T =

FAFAY

Si trasforma il problema in forma standard:

min z — —Hxry — 4y — I'g
T+ 2re — 19 + 85 — 15
2ry — 9+ 19 + 89 — 10
r=U
s = U

La soluzioneammissibile inizialee (x,, X,, X;, S;, S,) =(0,001510)con z =0



Dato il problema:

Axr

min, ' x
b

x>0
conx, cc k. Ac Mim=<n), b R™
la tavola iniziale del simplesso e una matrice di m+1 righe e n+m+1 colonne:

AT, | b
0" | 0

- Le prime n colonne contengono i coefficienti delle variabili decisionali,

- le successive m colonne contengono i coefficienti delle variabili slack (o
ausiliarie),

- I'ultima colonna e quella dei termini noti,

- le intestazioni delle prime m righe sono le variabili di base (inizialmente le
variabili slack perché la soluzione ammissibile iniziale € I'origine),

- l'ultima riga contiene i coefficienti delle variabili nella funzione obiettivo
cambiati di segno,

- In basso a destra si legge il valore corrente della funzione obiettivo



" J
La tavola iniziale del simplesso
associata al problema Ty Ta Ty S S
considerato e:
51 ] 2 —1 1 10 | 5
59 2 —1 | U ] [
ST | U U (]

« Come variabile entrante si sceglie quella che nell'ultima riga ha Il
coefficiente positivo piu grande, la variabile entrante individua la colonna di
pivot,

» facendo i quozienti tra la colonna dei termini noti e la colonna di pivot, il piu
piccolo valore non negativo individua la riga di pivot, lintestazione della
riga di pivot e la variabile uscente,

Metodo del pivot: si dividono tutti gli elementi della riga di pivot per il
pivot dell'iterazione e, mediante combinazioni lineari di questa riga con le
altre, si fanno diventare zero tutti gli elementi della colonna del pivot
(escluso il pivot che diventa uno).

Si trasforma cosi la tabella ottenendo una nuova soluzione ammissibile di
base.

Si ripete il procedimento fino a raggiungere ['ottimo.
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Prima iterazione
lacolonna dipivot e laprima ela variabile entrante e x,

lariga di pivot e laseconda ela variabile uscente e s,

Il pivot dell'iterazione € I'entrata di posto (2,1)
Dopo aver diviso la riga di pivot per 2

1) si moltiplica la seconda riga per -1 e si somma alla prima
2) si moltiplica la seconda riga per -5 e si somma alla terza

La tavola del simplesso trasformata e la seguente:

L) [ ()

l
L)

I | =

3
— -
U 3
b —

b | —

1
2

Lal: l bt |

b | o
w3 |
-

L'intestazione dellaprimariga e s;, mentre dellaseconda e x,
La nuova soluzione dibasee x, =5,x, =0,x, =0,s, =10,s, =0 con



" J
Seconda iterazione
lacolonna dipivot e la seconda e la variabile entrante e x,

lariga dipivot e laprima e la variabileuscente e s,

Il pivot dell'iterazione e I'entrata di posto (1,2)
Dopo aver diviso la riga di pivot per 5/2
1) si moltiplica la prima riga per 1/2 e si somma alla seconda
2) si moltiplica la prima riga per -11/2 e si somma alla terza

La tavola del simplesso trasformata e la seguente:

l

[
i P ] | O]
] o]

=T | b

L1

5

| g | =

R S 7

| =]

L'intestazione dellaprima riga e x,, mentre dellaseconda e x,
La nuova soluzionedibasee x, =7,x, =4, =0,s,=0,5, =0con z=-47



Terza iterazione
lacolonna dipivot e la terza e la variabile entrante e X,

lariga dipivot e laseconda e la variabile uscente e x,

Il pivot dell'iterazione e I'entrata di posto (2,3)

La tavola del simplesso trasformata e la seguente:

500 ] | 2 A0
0 0 0 —41 —5 —110

L'intestazione dellaprima riga e x,,mentre dellasecondace x,
La nuova soluzionedibase e x, =0,x, = 25,x, =35,5,=0,5, =0con z =-110

Criterio di arresto

Non esiste |la variabile entrante quindi la soluzione trovata e ottima



N.B. Il metodo del simplesso permette di determinare una soluzione
ottima ma puo anche indicare se ne esistono altre.

Si ha l'ottimo quando tutti i coefficienti della riga della funzione obiettivo
sono negativi o nulli.
Precisamente, sono nulli quelli corrispondenti alle variabili della base.

Se un coefficiente corrispondente a una variabile non appartenente alla
base e nullo, allora esiste un'altra soluzione ottima che si ricava con il
metodo del simplesso.



" A
Il metodo delle due fasi

Se l'origine non e ammissibile, per determinare la soluzione ammissibile
Iniziale si ricorre al problema ausiliario.

Esempio min z=-X, + X;

X, +2X, — X; =1
X, — X, +X; =1
X(y Xy, X3 20

Poiché l'origine non e ammissibile, per determinare (se esiste) una
soluzione ammissibile iniziale, applichiamo il metodo delle due fasi.

Consideriamo il problema ausiliario: minz® = x; + X,
X

a
X, +2X, =X, + X =1

X, — X, + X; + X, =1



| FASE
risolviamo il problema ausiliario con il metodo del pivot:
(1 2 -1 1 0] 1
La tavola iniziale del simplesso é : 1 -1 1 0 1] 1
1 -1 0 0 O | 0
2 1 0 0 0]2,

a

Le intestazioni delle colonne sono: x, X,, X;, X, X;

Le intestazioni delle prime due righe sono: x., x;

La terzariga contiene i coefficienti delle variabili nell'espressione di z
cambiati di segno

L'ultima riga contiene i coefficienti delle variabili nell'espressione di z*
cambiati di segno

La prima soluzione & x, =0,x, =0,x, =0,x’ =1,x; =1



Prima iterazione
la colonna di pivot e la prima e la variabile entrante e x,
lariga dipivot e la prima e la variabile uscente € x;

Il pivot dell'iterazione e I'entrata di posto (1,1)

(1 2 -1 1 0] 1)
0 -3 2 -1 110
0 -3 1 -1 0]-1
0 -3 2 -2 0| 0

L'intestazione dellaprimariga e x,, mentre della seconda e x;

La nuova soluzionedibasee x, =1,x, =0,x,=0,x, =0,x; =0con z® =0

Nonostante un coefficiente sia positivo, la soluzione e ottimale per la prima
fase perché non e possibile migliorare ancora la funzione obiettivo del
problema ausiliario.

Per trovare una soluzione di base per il problema originario, dobbiamo
pero fare un'altra iterazione perché una sola variabile decisionale e in

base.



" A
Seconda iterazione

lacolonna dipivot e laterza e la variabile entrante e x,
lariga dipivot e laseconda e la variabile uscente e x5

Il pivot dell'iterazione e I'entrata di posto (2,3)

S T S S
0'%1-1120

N

c o0 0 -1 -1 0

L'intestazione dellaprimariga e x,,mentre della seconda e x,
La nuova soluzionedibasee x, =1,x, =0,Xx,=0,x' =0,X; =0con z® =0
La soluzione e ottimale perché non esistono variabilientranti



Abbiamo trovato una soluzione ottima con variabili ausiliarie nulle,
quindi esiste una soluzione ammissibile per il problema originale.

Il FASE

Riprendiamo la tavola finale del simplesso ed eliminiamo l'ultima
riga e le variabili ausiliarie perché hanno esaurito il loro ruolo:

1120 1

0-41 0
0-40-1

L'intestazione dellaprima riga e x,, mentre dellaseconda e x,
La soluzioneammissibile dibaseinizialee x, =1,x, =0,x,=0conz=-1
ed e ottimale perché non esistono variabilientranti



Consideriamo il problema in forma standard:

min, '
Ar — b

conx, ce W, Ac Mimxn), be R™
Assumiamo la seguente ipotesi:

m < n e lamatrice Aharango m (le righe di A sono linearmente indipendenti)
Se m > n, possono presentarsidue casi:

-ilrango di A e n, allora dal sistema Ax = Db si ottiene una sola soluzione o
nessuna
oppure
-ilrango di Ae r(A) < n, allorail sistema non ha nessuna soluzione o le equazioni
non utilizzate nel calcolo delrango sono ridondanti e siritornaalcaso m<n



" A
Poiché il rango di A e r(A)=m e m<n, e possibile scegliere m colonne
linearmente indipendenti e far si che esse siano le prime.

A puo essere scritta come I'accostamento di due matrici:
dove Be M(mxm), N € M (mxk) (conk =n—m) e B € non singolare

Per il vettore x e R" si considerino le m variabili associate a B
e le n-m variabiliassociate a N :
XB

Z:

| X<
=z

Xg € R", x, e R™



"

Risulta:

Az {_B : jv}

da cui:
Ty
[ B

16"

|

[ —B N |

BEB | .Jm!rgﬂr é

B b B Nz,

I

Iy

cioe il sistemaha"™" soluzioni



" J
Definizione
La soluzione ottenuta ponendo x,, =0
s
X —
0

e detta soluzione di base

Le m variabili corrispondenti a B~*b sono dette variabili di base

Una soluzione di base possiede almeno n-m componenti nulle.

Una soluzione di base con piu di n-m componenti nulle e detta
soluzione di base degenere e B base degenere



Teorema fondamentale della programmazione lineare

Dato un problema di PL in forma standard,

se esiste una soluzione ammissibile allora esiste una soluzione
ammissibile di base,

se esiste una soluzione ammissibile ottimale allora esiste una
soluzione ammissibile di base ottimale.

N.B. La ricerca della soluzione ottimale si effettua tra le
soluzioni di base ammissibili, che sono In numero finito non

superiore a
N n!

m) m!(n—m)!




- nierpretazio

L’iperpiano definito da: {X cR": aT X = b}

divide lo spazio in due semispazi dati da: T T
a Xx=bea x<b

L’intersezione di un numero finito di semispazi e un poliedro.
Un poliedro convesso, limitato e non vuoto e detto politopo.
Definizione Un punto x di uninsieme convesso C e un estremo

se esso non e rappresentabile come combinazione lineare
convessa in senso stretto di coppie di punti distinti di C,cioe

xz XY +P-2)x? vx¥,x?ecC, 0<a<1
Gli estremi di un poliedro sono tutti e soli i suoi vertici

Teorema Ogni soluzione di base ammissibile corrisponde ad un
estremo dell’insieme definito dai vincoli e viceversa



"

Consideriamo il problema in forma standard:

minz = 'z
o
AT
s
£20 -
s =0

con termini noti non negativi
Scelta di una soluzione ammissibile di base

La sottomatrice B=I| & invertibile, permutiamo le colonne della matrice e i
coefficienti della funzione obiettivo e delle sue componenti in modo che le
colonne linearmente indipendenti siano le prime:

minz — 'z

ey

|G

| ==

&3
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La prima soluzione ammissibile di base e:

— e—

L

N i

e il corrispondente valore della funzione obiettivo

z JT§ | ETE e zero.

Controllo dell’ottimalita della soluzione

La funzione obiettivo si esprime come;

2 =c'z =chrp+chay = (B b — B 'Nzy) + hzy = cEB b
(& —EB Nz, — cLxly lcf B N)z,

le componenti del vettore

ck —cEB™IN

si dicono costi marginali ridotti



Scelta di una nuova soluzione di base

Ogni soluzione ammissibile deve soddisfare il sistema Ax = b, cioe

Ly

B N||-

Ty

| =~

da cui:
BEB | Jn"rrln.‘f E

EE B lE — B llﬁlﬁ'rlh.' E.B — B l.'n"rriﬁ.‘r

ponendo x, =0 siottiene la soluzione attuale.
Se non e ottima, almeno una componente dei costimarginali e negativa,
quindi un incremento della corrispondente componente del vettore x,, porta

auna diminuzione della funzione obiettivo.



" T ciclo infinito

Per determinare una soluzione di base, si scelgono m variabili di base tra
m+n variabili complessive, si scelgono cioe m colonne indipendenti della
matrice dei coefficienti

la soluzione dipende dalla scelta delle colonne

Poiché gquesta scelta puo essere fatta in un numero finito di modi, se |l
metodo del simplesso non si arresta, deve tornare sulle stesse soluzioni.

In presenza di vertici degeneri, pur avendo trovato un dizionario diverso,
potremmo avere la stessa soluzione, perché:

ad un vertice degenere corrispondono piu basi diverse
(a differenza di un vertice non degenere a cui corrisponde una sola base)

In questo caso l'algoritmo potrebbe non cambiare il vertice su cui si trova e
potrebbe nascere un ciclo infinito.

Teorema Se piu variabili sono candidate ad essere entranti (0 uscenti),
allora la regola del piu piccolo indice arresta il metodo del simplesso
In un numero finito di passi



" ANNEERETeoria della dualita

Consideriamo il problema in forma standard:
mine! x

r
Ar — b con x e R

r = U

Sia y € R" un vettore non nullo,

moltiplichiamo per esso ambo imembri del vincolo:

y' Az — y'b

se scegliamo y taleche y' A<c', allora y' Ax<c'x,

quindi y'b=y'Ax<c' X

La quantita

y'b

assume il significato di limite inferiore di ogni
soluzione ammissibile e quindi dell’ottimo:

deve essere massimizzata



Si ottiene quindi il problema: max yTb
JAZ T
y# 0
che viene detto problema duale di quello di partenza.

Quest'ultimo viene chiamato problema primale

oIl primale e un problema di minimo, con n variabili e m vincoli, le
componenti del vettore C

sono | coefficienti della funzione obiettivo

e il termine noto nel sistema dei vincoli e b

|l suo duale e un problema di massimo, con m variabili e n vincoli, le

componenti del vettore
Q sono | coefficienti della funzione obiettivo

e il termine noto nel sistema dei vincoli e C



Dato il problema primale Il problema duale e
minec’ maxy’ b
Az < b yT A<l
z22>0 y<0

Teorema della dualita debole
Siano x e y soluzioni ammissibili rispettivamente del problema primale

e duale,allorail valore della funzione obiettivo del primalein x none
Inferiore al valore della funzione obiettivo del dualein y

Segue che

se uno dei due problemi e illimitato allora I'altro e impossibile

N.B. non e vero il viceversa, infatti

se uno dei due problemi e impossibile, allora I’altro o e impossibile o e
ilimitato



Teorema di dualita

Seil problema primale ha una soluzione ottima x allora anche

il problema duale ha una soluzione ottima y” ed inoltre

sk *T
¢ x =y b

cioe i valori ottimali delle funzioni obiettivo dei due problemi coincidono

Il problema duale del duale e il problema primale
quindi

Il problema primale ha soluzione ottima se e solo se |l
problema duale ha soluzione ottima



"
Esempio
Un'impresa produce due beni. Gliimpianti per la produzione sono due::
0ognuno puo essere utilizzato r, e r, ore giornaliere.
La produzione diogniunita del bene lrichiede:
- a,, ore dell'impianto1
- a,, ore dell'impianto 2
la produzione diogniunita del bene 2richiede :
- a,, ore dell'impianto1
- a,, ore dell'impianto 2.
|l profitto lordo per unita delbene le c,
il profitto lordo per unita delbene 2 e c,.
Siano x, e x, il valore per unita degliimpiantile 2.
Sivuole minimizzare il valore totale imputato alle risorse
(costo opportunita totale), rispettando il vincolo seguente :
il costo opportunita totale della produzione diun'unita di
ciascun bene sia noninferiore al profitto lordo della sua produzione.



[l \ .
Il problema e formalizzato come segue:
ming rxy -+ raes

11T + @127
(2171 + (32T2
r = |

VAR
o

Invertiamo il verso della disuguaglianza nei primi due vincoli:

ming r1xy + ras

— 11T — Q12T = —C)
—(91] — U9aTy = —Cp
e



"

Il problema duale di questo & max, —Ci1gh — €2y

—Q11Y1 — Qo1Y2 = Ty
— a9l — A92lfs = To
y <0

Primale Duale

Ming 71E1 + T2y maXy C1Y1 + Cals
ajyl +azyz = r
a12y1 + QaaYfs = T
y=1U

—@11r] — 1Ty = —C)
—@g1T) — Q9Ty = —Co
>0
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Nell’'ottimo i valori delle funzioni obiettivo sono uguali

Poichée il significato del valore della funzione obiettivo del primale e di
costo opportunita totale,

Il significato del valore della funzione obiettivo del duale deve essere
monetario

Y; €Y, possono essere interpretate come le quantita dei due beni

la funzione obiettivo assume il significato di profitto lordo totale

| vincoli indicano che non si puo superare la capacita
produttiva degli impianti



"

Per analisi della sensitivita si intende

I’analisi delle variazioni dei valori di ottimo di un problema di PL
dovute a cambiamenti dei dati del problema

Consideriamo il problema in forma standard: minc’
. Az = b
e il suo duale: _
max gy’ b
y'A<c . ., S
§ I Siano x e y le soluzioniottimali del primale e del duale

e z il valore della funzione obiettivo nell'ottimo.
Tramite una variazione Ab modifichiamo il vettore dei
termini noti, che diventa b + Ab.

| vincoli del duale non cambiano, mentre il valore della

funzione obiettivo diventa: y" (b+Ab)
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Se y non & ottimale, alloraindicando con z' il nuovo valore ottimale della

funzione obiettivo, siha: 2 >y T(b+ Ab) = 2* + y*TAb

E! B E:E ~ EE:T—\"‘E
cioe la variazione della funzione obiettivo e limitata inferiormente
Una variazione del vettore dei termini noti non modifica i costi marginal
quindi la soluzione di base € ottima se e solo se B ll:-é - AB) >0
Valutiamo la soluzione

del problema perturbato: Zp+ Azg =08 l[ﬁ - AD)

Azp = B'Ab

e la variazione della
funzione obiettivo:

2 — 2" = cplzg + Azg) — cpzp = cg B Ab = ¢y Ab
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Dal primo e ultimo membro segue che

La soluzione del duale rappresenta la sensitivita del valore assunto dalla
funzione obiettivo rispetto a variazioni del vettore dei termini noti

cioe
le variabili decisionali del duale rappresentano le derivate della funzione
obiettivo rispetto al vettore

b

valutate in corrispondenza dell’'ottimo

esse assumono lo stesso significato del moltiplicatore di Lagrange



Variazioni nel costi associati alle variabili

| coefficienti di costo marginale sono dati da :
. . | ns . T a7
& —EBIN = & — TN

Se il coefficiente C, associato alla variabile X; non INn base subisce un

T

iIncremento Ac;, allora il coefficiente dicosto ridotto diventac; + Ac; -y a;

e I'ottimo cambia solo se tale coefficiente e negativo.
Se Il coefficiente C, associato alla variabile X; INn base subisce un

iIncremento Ac,, allorai coefficienti di costo marginale cambiano tutti e

possono diventare negativi.
Considerazioni simili valgono nel caso di modifiche nei coefficienti della
matrice A.



Esempio
Un’azienda produce due tipi di vernice, una per interni (1) e una per esterni (E),
usando due materie prime A e B.

La disponibilita giornaliera della materia prima A & di 6 tonnellate,
la disponibilita giornaliera della materia prima B & di 8 tonnellate.

La quantita di A e B consumata per produrre una tonnellata di vernice E ed | &
riportata nella seguente tabella:

2 ]
A | 2

1 2 I

Il prezzo di vendita per ton & di 3 euro per E e di 2 euro per |.

Si ipotizza che tutta la vernice prodotta venga venduta e che:

» la domanda giornaliera di | non supera mai di piu di 1 ton quella di E

« la domanda massima giornaliera di | & di 2 ton



"
Si vogliono determinare le quantita delle due vernici che devono essere
prodotte giornalmente per rendere massimo il guadagno.

Siano x, e x, le produzioni di vernici per esterni e per interni

Il modello matematico che descrive Consideriamo l'equivalente
il problema e: problema di minimo:

mex. 7 — 31 1 9 mily —3r) — 219
Ji,'l,&-._, Chd A



| vertici della regione ammissibile sono:

0(0,0), A(0,1), B(1,2), C(2,2), D(10/3,4/3), E(4,0)

La soluzione ottimale & x, =10

30 % = 43 con valore ottimo della funzione

obiettivo paria - 3% Ilmassimo profitto e paria 3%



u Varilazionl riSpetia

Supponiamo di voler aumentare la disponibilita della risorsa A.

Dalla figura vediamo
che oltre K(3,2)

(intersezione del P . S Y

anersezione o8 B B v e e e e
quarto) non ha plL\J 1] I _________________ ______ \ \ ________________ ________________ _________________ ________
senso aumentare la N T DR R W SO D N

risorsa A.

Si puo quindi .
aumentare la risorsa in
modo che il primo
vincolo passi per |l

punto K.

Il nuovo valoredi A é /
e il nuovo punto di

ottimo & K(3,2) con
massimo profitto z=13.




Supponiamo di voler aumentare la disponibilita della risorsa B.

Il secondo vincolo
si sposta e cambia 6L — N — ______________________ — -
il punto di ottimo. .
Oltre L(6,0) ; —— ______________________ ______________ S _______________________ _______________________ ______
(intersezione del \
primo vincolo con il 4l _______________________ ________ - ______________________ ______________________ ______
sesto) non ha pit R
senso aumentare la e < T——— ...................... ....................... \\ ...................... .....
risorsa B. 5 5 5 5 | 5
Il nuovo valore di B
e 12 e il nuovo
punto di ottimo e
L(6,0) con massimo
profitto z=18.




" J
L’azienda potrebbe avere una limitata disponibilita finanziaria che vorrebbe
far fruttare al meglio
e interessante sapere quale sia la risorsa che di piu convenga aumentare

Valutiamo la sensibilita del valore assunto dalla funzione obiettivo rispetto
a variazioni dei termini noti:

. 38
T e . massima_variazione di =z 13— = 1
P la risorsa A: Ya massima variazione della risorsa A T 633 3
}H']' l_] ]']'H-:J'[“‘-w'l H y massima variazione di =z 18 = 4
" ' s ) B massima variazione della risorsa B 12—8 3

Y. €Y, indicano di quanto aumenta l'obiettivo in corrispondenza
dell'acquisizione diun'ulteriore quantita dellarisorsa A e dellarisorsa B.

All'azienda conviene acquisire per prima la risorsa B




" A
Variazioni rispetto ai prezzi di vendita

Analizziamo entro quali limiti di tolleranza possono variare i prezzi di
vendita senza alterare la soluzione ottima
Siano:
c, Ilprezzo di vendita per tonnellata per E
c, Il prezzo di vendita per tonnellata per |
Variando c, e c, variala pendenza della funzione obiettivo
Il punto D rimane soluzione ottima fino a quando la pendenza
della funzione obiettivo diventa uguale a quella del primo
vincolo o del secondo vincolo.

Lapendenzae -—=-—



O : :
Variamo ¢, lasciando ¢, =2
Pendenza della funzione obiettivo = pendenza del primo vincolo
4 ........................................................................................................
3_5_ ........................................................................................................
C 1
- 2=-Z¢ =1
2 "




Pendenza della funzione obiettivo = pendenza del secondo vincolo

4 ................. ................. ................. .................
35 _ .................
3_ ............... ................ ................ ................
C, 25 | " :

—E——Z,C1:4 o

quindi 1<c, <4

Sec, =1lillato CD e diminimo. Quando c, scende sotto 1solo C rimane
punto diottimo. Se ¢, =4illato DE e diminimo. Quando ¢, supera 4 solo
E rimane punto di ottimo.



"
Variamo ¢, lasciando ¢, =3

Pendenza della funzione obiettivo = pendenza del primo vincolo

3 1
-~ =—Z,=6
C, 2
Pendenza della funzione obiettivo = pendenza del secondo vincolo
3 3
——:—2,C2 ——
C, 2

. .3
quindi —<c, <6
2
Sec, = % illato DE e diminimo. Quando ¢, scende sotto g solo E rimane

punto diottimo. Se ¢, =6illato CD e diminimo. Quando ¢, supera 6 solo
C rimane punto di ottimo.
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