costruzione della stima intervallare. Ma & anche una situazione che difficilmente
si incontra in pratica. Un caso piu realistico & quello in cui entrambi we o? sono
ignoti. Consideriamo allora ancora il caso di popolazione normale ma con anche
o? ignota. Questa volta I’informazione ausiliaria a priori & che sia noto oppure
sia realisticamente ipotizzabile che il fenomeno di interesse & interpretabile dalla
v.e. X ~ N(u,o?) con entrambi i parametri ignoti.

18.3 Studentizzazione e variabile casuale T
di Student

Siamo ancora sotto la condizione iniziale: X ~ N(p,02). Allora il teorema

> 2 N . . ~
X~N (u, ;) vale ancora. Ora perd non conosciamo il valore 02 e cosi non
possiamo pili standardizzare e usare le tavole della Z. Che facciamo di fronte a
un parametro ignoto? Lo stimiamo! La stima per o2 & la varianza campionaria
corretta con i gradi di liberta (chi non se lo ricorda, vada a rileggersi il para-
n
grafo 17.10): s? = -L_

5 > (2 — )2 Se nella standardizzazione sostituiamo

i=1

1
la stima s? all’ignota o2 si effettua una diversa trasformazione che chiamiamo

studentizzazione.

X -y
Sz/n

Studentizzazione di X :

Notate che per essere del tutto corretti dal punto di vista teorico, abbiamo scritto
la studentizzazione usando le maijuscole anziché le minuscole. Dovrebbe essere
chiaro a questo punto che questo significa usare gli stimatori cio¢ tenere sotto
controllo tutti i possibili campioni di ampiezza n che ci potrebbero capitare. Se
non ¢ ancora del tutto chiaro, consiglio di ripartire dal Capitolo 16.

Un altro teorema di teoria delle probabilita ci assicura che lo stimatore media
campionaria studentizzata (anziché standardizzata) non & pitt una Z ~ N (0,1)
ma ¢ un’altra v.c. chiamata 7" di Student.

La T di Student & una v.c. diversa dalla Z ~ N (0,1) ma la sua funzione di
densita & molto simile: ha sempre forma campanulare, & centrata sullo 0 ma ha
varianza pitu grande di 1. Rispetto alla Z ha, come si dice, le code piu pesanti cioe
le code della campana sono un po’ pitt lontane dall’asse delle ascisse:

densité della T
a1 scudeny

La v.c. T di Student ha un solo parametro detto gradi di liberta. Per di po-
polazione normale con entrambi i parametri ignoti, studenti.zzzﬁm.do 1(3 stimgtgrs:
medija campionaria si ottiene una 7" di Student con n - 1 gI‘E.ldI c;x liberta, pari cio¢
a quelli che usiamo per correggere la varianza campionaria s* che mettiamo al
denominatore: ~

X —p

2k
VS%/n !

Anche per la v.c. T di Student esistono le tavole per individuarne probabi]itz‘.l
e valori (quando non abbiamo sottomano un computer). L§ tavole del!a T di
Student sono pubblicate su qualunque manuale di Statistica, si trovano facilmente
su Internet e sono anche riportate alla fine di questo capitolo.

18.4 Intervallo di confidenza per la media 1
con popolazione normale e o2 ignota

La metodologia di costruzione & analoga a quella con 02‘ nptg. La differeflza
consiste nell’utilizzare la 7" di Student con (n — 1) gradi di liberta anziché la
Z ~ N(0,1):

1. si estrae un campione bernoulliano di ampiezza n e ci si procura i dati (cam-
pionari): (z1--- ;- zp); _ N .
2. si calcolano le stime puntuali per entrambi i parametri ignoti:
n

. . . _ 1
la media campionaria: £ = - > x; per 4,

i=1
n
. . . 21 Y . 2.
la varianza campionaria (corretta): s* = —— z] (z; — T)* per a®;
! N
3. sioseeghie b ivello di confidenza (1 o) da cui sicotticne Ta probabihta o

)

shap e o e e probabilite o0 2 detle code

9]eI120S 01ZIAISS |1 Jod BYDIUI) © B4NYND ‘B11I09] Ul BaJINe| Ip 0SJ0D)
I[e120S 9zUSIS 3|jou eaLIdws Isijeue,| Jad IpoISW  JUSWEPUOS IP 0SJ0)

0T0Z ‘lIIH-MeIDD| ‘oueiy ‘ydiad ‘opuenb ‘Bwo) "eannsniels ‘1medsiy 4



Administrator
Rectangle

Administrator
Rectangle

Administrator
Text Box
F. Mecatti, Statistica. Come, quando, perchè, Milano, McGraw-Hill, 2010
Corso di Fondamenti e metodi per l'analisi empirica nelle scienze sociali
Corso di laurea in Teorie, culture e tecniche per il Servizio sociale


4. si studentizza lo stimatore media campionaria X e si ottiene la v.c. T di
Student con (n ~ 1) gradi di liberta: =t — 77

\/Sz/n
Sulla T" (anziché sulla Z ) si applica una teoria in tutto simile (passaggi e ragio-

nl;imenti) a quella che abbiamo visto al passo 4. del paragrafo precedente, Quello
che cambia e che salteranno fuori dei T-score (anziché degli Z-score):

X —
P —ta/QS\u<ta/2 =1—-q
\/S?%/n

Graficamente:

Il T—sco?e p951t1vo taso Si trova sulle tavole della T di Student. 11 suo si i
—tqyo si pttlene cambiando semplicemente il segno. . metee

. 'O.ra invertiamo la (doppia) disuguaglianz
riscriviamo la probabilith in modo che
che vogliamo stimare:

- S2 ~ 2
P(X—ta/m/ﬁSuSX—{-tu/m/S_) g
n

5. Sostituendo i dati campionari si ottiene finalmente:

lanza all’interno delle parentesi tonde e
Vintervallo sia centrato sul parametro p

ICper 1 ale (1 —a) con popolazione normale ¢ o2 ignota:

- [s2 [s2
[‘T*ta/Q Ea £C+ta/2 ;J

ESEMPIO: UNA NUOVA DIDATTICA

Una docente universitaria sta sperimentando una nuova metodologia didat-
tica. Per valutare gli effetti della sua nuova metodologia vuole una stima
(intervallare) della votazione media riportata agli esami scritti dagli stu-
denti sottoposti alla nuova didattica. Seleziona casualmente 10 studenti e
ne rileva il voto all’esame scritto (in 30-esimi):

Studente 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Voto/30 26 12112611923 (23301192821

La docente assume che la votazione agli esami scritti per tutti i suoi stu-
denti segua realisticamente una distribuzione normale. Per la stima inter-
vallare sceglie il 99% di confidenza.

Chiamiamo (come al solito) X la v.c. che interpreta il fenomeno di
interesse “voto all’esame scritto” sulla U di studenti sottoposti alla nuova
didattica. Siamo nel caso di popolazione normale e o2 ignota. La vota-
zione media p & il parametro che si vuole stimare. Il sottoinsieme di 10
studenti selezionati casualmente rappresenta un campione bernoulliano di
ampiezza n=10; la tabella fornisce i dati campionari:

(1,22, , T10) = (26,21,26,19 - 21)

Calcoliamo le stime (puntuali) per entrambi i1 parametri ighoti:

1< 1
T = — Ti=—(264214+26+ -4 28+ 21) = 23.6 per
z n; i 10( + ) oper g

- % [(26 - 23.6)° + (21~ 23.6)° + -+ (21 - 23.6)°] = 14.267
Studentizziamo:

X1 _ & con (n — 1) = 9 gradi di liberta
\/TS%

1l Lc. & scelto pari a 99%; calcoliamo allora la probabilita (1 — a) e le
probabilita ce/2 delle code:

1-a=099 a=001 «o/2=0.005

Sulle tavole della T di Student, alla riga 9 gradi di liberta e colonna (XOOS
(oppure col computer) troviamo il T-score {2 = tooos = 3.2498 che
lascia a destra una probabilita pari a 0.005. Graficamente:
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o 00 i

=-3.2498 =3.2498

Infine calcoliamo I'IC per y:

- [ 82 [s2
T —t, — il
[ /2 n y T+ ta/Q n:’
- 14.267
= [23-6 = 3.2498 x \/—;, 23.6 + 3.2498 x 14'261
10

=[19.72, 27.48]

Ci dice che la docente pud confidar i

j e al 99% che Pintervallo di voti -
presi fra 19.72 € 27.48 contenga la votazione media all’ Soritto por
suoi studenti sottoposti alla nuova didattica.

Provate a controllare, per esercizio, che questo IC & un po’ pilt largo

di quello che si otterrebbe usando 1 i i
quelle del " eommeneny o0 le tavole della Z (sbagliato!) anziché

esame scritto per i

18.5 Intervalli di confidenza (approssimati)
per grandi campioni per la media e per la %

}(l)ra ci .mettiam(.) né':l caso in cui non si sa nulla circa il fenomeno in U: non s
laamgo ;il;;rmampm ausiliarie a priori, oppure non si ritiene realistica 1’ipotesi che
popolazione sia normale oppure ancora si sa che la popolazione non é normal
Consideriamo ciog tutte le situazioni non previste nei paragrafi precedenti -

NonosFante la v.c. normale funzioni bene per molti fenomeni (l’abbia.l i
sto nel Cgpltolo 15) nelle applicazioni molti altri casi rimangono fuori Penr;z:llc;
ad esen‘l‘p}o al fgnomeno “reddito netto mensile da lavoro dipendent;: in Ttalia”
oppure “risparmio annuo delle famiglie italiane” oppure “voto finale dei I.'m(n':‘m

italiani nel 2006-07”. Sono realisticamente modellabili con una curva a campana
e simmetrica? Sarebbe come dire che in Italia i lavoratori dipendenti percepisco-
no in massa uno stipendio piti o meno medio e quelli che guadagnano tantissimo
sono tanti quanto quelli vicino o al di sotto della soglia di poverta; sarebbe co-
me assumere che le famiglie pit ricche risparmiano come le famiglie pitt povere
o che i bravi che si laureano con la lode sono tanti quanto quelli che si laurea-
1o con il minimo dei voti (...invece i dati ci dicono che sono di pii i bravi, anzi
le brave). Siamo poi certamente in un caso di popolazione non normale quando
vogliamo stimare una percentuale o una frequenza relativa di un fenomeno dico-
tomico. Sappiamo infatti che in questo caso la v.c. adeguata ¢ la binomiale (...e
chi non lo ricorda rilegga i paragrafi 15.5 e 17.13).

Costruire un IC richiede comunque, rispetto alla stima puntuale, delle in-
formazioni in pii. Se non abbiamo informazioni ausiliarie a priori su X, cioe
se non siamo nel caso di popolazione normale, dobbiamo allora avere molti dati
ciot essere nel caso di grandi campioni. Solo se il campione &, come si dice,
sufficientemente grande possiamo infatti appellarci a un teorema di teoria delle
probabilita fondamentale (centrale!) nell’inferenza statistica. Questo teorema si
chiama (appunto) teorema centrale del limite e lo indichcremo brevemente con
TCL. Noi non abbiamo abbastanza Matematica per dimostrare il TCL ¢ neanche
per enunciarlo rigorosamente. Ci limitiamo ad intuire cone e quando utilizzarlo
per risolvere il nostro problema di costruzione degli IC.

Qualunque sia la distribuzione del fenomeno X in U, se I’ampiezza campio-
naria n tende all’infinito, in formule n — oo, allora gli stimatori media campio-
naria X (stimatore per ) e frequenza relativa campionaria P (stimatore per p o
anche per la percentuale 100-p) sono normali. Questo & il risultato teorico. Nella
pratica i campioni possono essere grandi ma (ovviamente) non sono infiniti. Allo-
ra il risultato teorico si pud usare cosi: quando n ¢ sufficientemente grande, gli
stimatori X e P sono approssimativamente normali (tecnicamente si dice: asin-
toticamente normali). In formule indicheremo la distribuzione asintotica con il
simbolo = (per distinguerla dalla distribuzione esatta ~):

Per il TCL, se n & sufficientemente grande vale:

B 2 . 1—
X%N(u,z_> ePzN<p’EL_._p)_>
n n

Siccome con n sufficientemente grande, grazie al TCL abbiamo ritrovato la Nor-
male, allora per grandi campioni possiamo usare la metodologia degli 1C basata
sulla Z ~ N (0,1). Attenzione: qui la normalita ¢ approssimata ¢ conscpuente

mente si trattera di IC approssimati per grandi campioni con un offcitive I
approssimativamente pari all'{(1 ) seelto G TC approsaimaty per prand
campioni si nsano per Lmeden pquando non e puecasamere L normahita el

‘snvul.\/lum‘


Administrator
Rectangle




