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1. Plot di funzioni di due variabili

GRAFICO DI FUNZIONE DI DUE VARIABILI

Si vuole tracciare il grafico (plot) di una funzione di due variabili:
f:AcR* >R

+* Si definisce in MatLab la funzione

+* Si traccia il plot della funzione

Esistono due distinti modi per definire una funzione in MatLab

(a seconda di come si definisce la funzione si genera il grafico):

1) Definizione puntuale

2) Definizione come funzione anonima




1. Plot di funzioni di due variabili

1) Plot tramite

al

Si procede secondo i seguenti passi:

Individuare . Tali intervalli vanno

“,n

discretizzati usando il comando linspace o I'operatore “:

Definire una per identificare I'insieme delle
coppie (x,y) per le quali calcolare il valore assunto dalla funzione:

il comando genera due matrici Xe Y

Definire la utilizzando le matrici X e Y e gli operatori
puntuali

NB In tal modo viene calcolato il valore della funzione in corrispondenza di

ogni nodo della griglia

d. Sitracciail tramite i comandi o che disegna

I'insieme dei punti (x,y,z) in R3



1. Plot di funzioni di due variabili

ESEMPIO

(1) z=sin(x)-cos(y) ) Figure 1

File Edit View Insert Tools Desktop ‘Window Help N

DEedES K RAN® € 0B 80

>> x=0:0.1:4;
1 H .
>>y=-2:0.1:1; S

] _. ""%ﬁ;ﬁ.-" SIS Sy
>> [X Y]=meshgrid(x,y); o ,%{. ’1»““
CTH A

>> z=sin(X).*cos(Y);
>> mesh(X,Y,z)




ESEMPIO

(2) z=In(X*+y?)-xy°

>>y=-2:0.1:2;

>>y=-2:0.1:2;

>> [X Y]=meshgrid(x,y);

>> z=log(X.N2+Y.N2)-(X.N2).*(Y.N2);
>> surf(X,Y,z)




1. Plot di funzioni di due variabili

File Edit Wwiew Insert Tools Deskbop  Window Help

DEedE F Ra0e € 0E 80

\1‘?':?"!!‘




1. Plot di funzioni di due variabili

Esercizio proposto

Si traccino i grafici delle seguenti funzioni mediante discretizzazione

D) z=In(x)-In(y)

si tracci 1l grafico per x €[1,4] ey €[1,4] usando il comando mesh

(2) z=x"+y*—cos(x)—cos(y)

si tracci il grafico per x e[-1,1] e y €[-1,1] usando il comando surf



1. Plot di funzioni di due variabili

1) Plot tramite

Si procede secondo i seguenti passi:

a. Definire secondo l'espressione indicata:
il comando
associa alla variabile z I'espressione analitica considerata

NB E possibile calcolare la funzione in un punto (x0,y0) del dominio
mediante il comando z(x0,y0)

b. Sitraccia il tramite i comandi:

oppure

che tracciano il grafico per x e y compresi tra i limiti indicati



1) z=1-x"-y°

>> 7=@(X,y) 1-X.N2-y.N2;
>> ezsurf(z,[-10 10],[-10 10]);

>> 7(50,50)
ans =

-4999

ESEMPIO

File Edit  Wigw

50

DEedES h RO & 08 =50

1. Plot di funzioni di due variabili

Tools  Deskbop  Window  Help

2

1-x2-y
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e
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T
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1. Plot di funzioni di due variabili

ESEMPIO

(2) z=+X"+Y’

) Figure 1 El [E| El

File Edit W¥iew Insert Tools Desktop ‘Window Help

DedEs h RN e | 0B =0

>> 7=@(X,Y) sqrt(x.N\2+y."2);
>> ezmesh(z,[-2 2].[-2 2]);




1. Plot di funzioni di due variabili

Opzioni di visualizzazione grafica

Una volta prodotto il grafico e possibile
utilizzando le barre degli strumenti della finestra grafica

Si della finestra grafica:
Window  Help
O = i
|Show Plot Tools |
cliccando sulla e possibile modificarne le caratteristiche
cliccando sul e possibile modificare le proprieta del grafico

(inserire il titolo, le etichette ..... e altro ancora!)



1. Plot di funzioni di due variabili

Esercizio proposto

Si traccino i grafici delle seguenti funzioni dopo averle definite come funzioni anonime

M) z=4/|Xy* —|x| (si usi il comando ezsurf)

(2) z= (xy)exz‘yz (si usi il comando ezmesh)

Si scelga un opportuno intervallo per le variabilixey

Ritoccare i grafici a piacimento utilizzando le barre degli strumenti della finestra grafica



CURVE DI LIVELLO

E possibile tracciare le curve di livello di una funzione z=f(x,y)

1. Definizione puntuale della funzione

Dopo aver definito la funzione mediante discretizzazione

il comando contour(x,y,z) (o contourf(x,y,z)) ne traccia le curve di livello

2. Definizione anonima della funzione

Dopo aver definito la funzione mediante definizione anonima
il comando ezcontour(z,[x_min x_max],[y_min y_max])

(o ezcontourf(z,[x_min x_max],[y_min y_max])) ne traccia le curve di livello




2. Curve di livello

1. : ESEMPIO

2

1) z=ye "’

) Figure 1 EJ@|E|

File Edit View Insert Tools Desktop ‘Window Help

DedE h ARfN® € 08 50

2

>> x=linspace(-2,2,1000); 18]
>> y=linspace(-2,2,1000); i}
>> [X Y]=meshgrid(x,y); os}
>> z=Y. *exp(-X.N2-Y.N2); |

151

>> contour(x,y,2); el
At
DIS DI DIS

2 ] ]
-2 -1.5 -1




2. Curve di livello

OSS.

E necessario memorizzare una variabile in output (ad esempio c) quando si usa il
comando contour

Il comando indica la quota per ogni curva di livello

J Figure 1 g@]@|

File Edit View Insert Tools Desktop indow Help

DedE h RA0® E 0B 85O0

2

>> [c]=contour(X,y,2); 1.?_ | ]
>> clabel(c); o |
| ]

a5t ]

i ]

15F a ]




) Figure 1

400

300 k

200 -

100 1

: ESEMPIO

2. Curve di livello

>> 7=@(X,y) XN24Y.N2-2*X.*(y."3);
>> ezcontourf(z,[-400 400],[-400 400]);

File Edit Miew Insert TJools CDeskbop  window  Help

DS hh R M@ E

W2 x Ly

3

S[i=1Ed

08 =0

=

T

\

100 200 300 400




E possibile tracciare le curve di livello insieme al grafico della funzione nello spazio 3D

1. Definizione puntuale della funzione

Dopo aver definito la funzione mediante discretizzazione

il comando surfc(x,y,z) (o meshc(x,y,z)) ne traccia il grafico e le curve di livello

2. Definizione anonima della funzione

Dopo aver definito la funzione mediante definizione anonima
il comando ezsurfc(z,[x_min x_max],[y_min y_max])

(o ezmeshc(z,[x_min x_max],[y_min y_max])) ne traccia le curve di livello




2. Curve di livello

1. : ESEMPIO

1) z=X"—y°—X+2+Yy
- Figure 1 M=E3

File Edit “iew Insert Tools Deskiop ‘indow Help k"

DEedE W RAAO® £ 08B =50

>> x=-10:0.5:10;
>>y=-10:0.5:10;

. 150
>> [X Y]=meshgrid(x,y); O B 7z
>> 7=X.N2-Y.N2-X+2+Y; I e

>> surfc(x,y,2); o S




) Figure 1

: ESEMPIO

2. Curve di livello

>> 7=@(X,Y) X.N2-y.N2+2*X.*y;
>> ezmeshc(2);

File Edit “ew Insert Tools

Desktop  Window  Help

Ded& h RANOe € 08 8O

e

}{2_.:II.2 1y y

-F:’ :
Ry
G,
| S,
W et
S S e ey
L T T
et
i 7
J‘?:tf‘p;qo‘%




2. Curve di livello
Esercizio proposto

Si traccino le curve di livello e i grafici delle seguenti funzioni

1) z= In(\xy\)Jr\/x2 +y?
(2) z=x"+y*-1

(3) z:\/‘xz—y2‘+yeX2+y2
(4) z=X"+y°-xy

Si definiscano le funzioni (1) e (2) mediante discretizzazione
Si definiscano le funzioni (3) e (4) mediante definizione anonima

Ritoccare i grafici a piacimento utilizzando le barre degli strumenti della finestra
grafica



3. Problemi di ottimizzazione

N
MASSIMI E MINIMI LIBERI

Data la funzione obiettivoz= f(x) conf : AcR* > R

Le funzioni fminsearch e fminunc restituiscono i minimi relativi di z

- [x,fval,exitflag,output]=fminsearch(funzione,x0)

- [x,fval,exitflag,output]=fminunc(funzione,x0)

Gli argomenti tra parentesi quadrate sono le variabili in uscita (output),
le variabili tra parentesi tonde sono quelle in entrata (input), quindi:

- output: informazioni richieste dall’'utente

- input: dati del problema

21



3. Problemi di ottimizzazione
[ [} oo o [} \
Variabili in input

* funzione e la funzione della quale si cercano i minimi relativi, essa deve essere
definita come funzione anonima del vettore x di componenti x(1) e x(2)

e xO0 e il punto di partenza, cioe il vettore a partire dal quale inizia la ricerca dei
punti di minimo
Variabili in output

e xeil vettore delle coordinate di un punto di minimo (quello piu vicino al vettore
iniziale x0)

e fval e il valore della funzione obiettivo nel punto di minimo

o exitflag indica il motivo della fine della ricerca (per cui I'algoritmo si arresta) ed e
un numero intero: 1 se l'algoritmo converge ad x, 0 se si e raggiunto il numero
massimo di iterazioni, -1 se non si sono trovati punti di minimo

e output restituisce diverse informazioni circa lI'algoritmo usato

OSS: le variabili in output fval, exitflag, output non sono obbligatorie

22
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3. Problemi di ottimizzazione
4 N

NB1

Le funzioni viste restituiscono un solo punto di minimo relativo che dipende dalla
scelta del vettore iniziale x0, quindi:

E IMPORTANTE VALUTARE PRIMA QUANTI PUNTI DI MINIMO RELATIVO ESISTONO
E DA QUALE PUNTO INIZIALE SI VUOLE PARTIRE

(ad esempio tracciando le curve di livello della funzione obiettivo)

NB 2
E POSSIBILE ESEGUIRE LE FUNZIONI VISTE UTILIZZANDO L'OPTIMIZATION TOOL

(si apre digitando optimtool nella command window)

ESEMPIO 1

Si vogliono determinare i minimi relativi della seguente funzione:

Z2=XY*+2X°y+Y° +6Y

23
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3. Problemi di ottimizzazione

1) Tracciamo le curve di livello

>> 7=@(X,Y) XN2.5YN2+2F X N2.7y+y.N2+6* Y,
>> ezcontour(z,[-10 10], [-10 10])

J Figure 1 g@] E|

File Edit View Insert Tools Deskbop window Help
PEES L RAMme ¢ 0E=O
G j,-'2+2 G '_-,-'+j,-'2+E ¥
10 T 12000
/
gL
10000
Bl
41
- 5000
26
= 0 - ~B000
-2
T - 4000
Al 4
£ i
B
-10 :
-10 5 0 b 10
®




3. Problemi di ottimizzazione

2) Apriamo l'optimization tool:

>> optimtool

/ Optimization Tool =] | ['5|
File Help
Problem Setup and Results Options
| = Stopping crikeria "
e Wl Friinsearch - Unconstrained nonli. .. Max iberations: @ Use defa i
Problem
() Specify:
Objective funckion: | w
Maz funckion evaluations: (%) Use defa
Skark paink: |
() Specify:
Run solver and view results
Ilze defa
Specify;
Current ikeration: | | [ Clear Results
Ilze defa
Specify;
% tolerance: () Use defa
() Specify:
< Function kolerance: (%) Use defa
Y () Specify:
Final point: —
v Ilze defa v
£ | > < >

25
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3. Problemi di ottimizzazione
4 N

3) Utilizzando l'optimization tool, possiamo:

- Selezionare la funzione fminsearch per risolvere il problema (o fminunc)
- Selezionare I'algoritmo (MatLab suggerisce la scelta dell’algoritmo)

- Definire la funzione obiettivo:

@X)X(DN2*X(2)N2+2*X(D)N2*X(2) +X(2)N2+6*X(2)

(funzione anonima del vettore x di componenti x(1) e x(2)
dove non si e fatto uso delle operazioni puntuali)

- Definire il vettore iniziale:

[0 -2]

CLICCANDO SU START VIENE ESEGUITA LA FUNZIONE fminsearch

26
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Si ottiene:

IL PUNTO

INFORMAZIONI SULLALGORITMO

3. Problemi di ottimizzazione

Final point:

1

iZurrent ikeration: | E

Clear Resulks

Dpkimization running.

Cptimization terminated.

Cbjective funckion walue: -3,999999997 74302
Dpkimization terminated:

the current x satisfies the termination criteria using OPTIOMNS, Talk of 1,000000e-004
and Fix) satisfies the convergence criteria using OPTIONS, TolFun of 1,000000e-004

SS se si sceglie un punto iniziale x0 troppo lontano dal punto di minimo
I'algoritmo si arresta producendo un risultato non esatto e notificando il

motivo dell’arresto



3. Problemi di ottimizzazione

ESEMPIO 2

Si vogliono determinare i massimi relativi della seguente funzione:
f(X,y)=—€"(4x*+2y° +4xy+2y+1)

NB RICERCARE | E EQUIVALENTE A RICERCARE |

File Edit Wiew [nsert Tools Deskiop  Window  Help

Ded&E h aaMHe € |0E 50
explx) (4 x242 y2+4 ¥yt y+1)

Curve di e 08
livello di -f: 085 Im
09r 406

095} dos

= 1 —10.4

105 0.3

0.z

0.1




3. Problemi di ottimizzazione

1) Apriamo l'optimization tool:

>> optimtool

2) Utilizziamo l'optimization tool:

- Selezionare la funzione fminunc
- Selezionare l'algoritmo

- Definiamo la funzione obiettivo -f:
@(X)exp(xX(1)*(A*x(D)N2+2*x(2)N2+4*x (1) *Xx(2)+2*x(2)+1)

- Definiamo il vettore iniziale: [0.6 -0.6]

START



Si ottiene:

Final poink:

i i
0,5 -1

Optimization running.

Optimization terminated.

Objective function value:
1.0250511118040976E-14

Optimization terminated: relative infinity-

norm of gradient less than options.TolFun.

3. Problemi di ottimizzazione



3. Problemi di ottimizzazione

ESERCIZI PROPOSTI
Determinare i massimi e minimi relativi delle seguenti funzioni:
1) z=(2x" +y)(x~-y)

2) z=y° +3y* +x° - 3x
3) 2 =2x° +y* —4x

4) z:%x3+x2—3x+ y?

{1)I\/I (—%,—%) 2)M(-1,-2),m(1,0) 3)m(1,0) 4)m(1,0)}



3. Problemi di ottimizzazione
4 N

MASSIMI E MINIMI VINCOLATI

Data la funzione obiettivo f : Ac R? > RR:
z=f(x)talecheg(x)=0

La funzione fmincon restituisce i minimi vincolati di z

ed e eseguibile mediante l'optimization tool

SS la funzione fmincon permette di risolvere problemi di minimo in cui
sono presenti piu vincoli

(lineari - non lineari- di uguaglianza - di disuguaglianza)

Nel caso di un unico vincolo di uguaglianza questo puo essere:

1) LINEARE
2) NON LINEARE

32
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3. Problemi di ottimizzazione

ESEMPIO 1 (vincolo lineare)

Si vogliono determinare i massimi vincolati della seguente funzione:

f(x,y)=xy tc. x+2y-1=0

Per valutare quanti minimi vincolati esistono possiamo tracciare le curve di livello
della funzione -f insieme al vincolo

NB Il vincolo e definito da una curva piana

Dobbiamo quindi tracciare il plot di una funzione implicita:

1) Si definisce g come funzione anonima dix ey:

>> g=@(Xx,y) x+2*y-1;
2) Si esegue il comando ezplot(g,limiti):

>> ezplot(g,[-2 2],[-2 2])

33



Quindi:

3. Problemi di ottimizzazione

>> =@ (xy) -(x.*y);

>> g=@(x,y) x+2*y-1,

>> hold on

>> ezcontour(f,[-2 2],[-2 2])

>> ezplot(g,[-2 2],[-2 2])

ILCOMANDO hold on PERMETTE DI TRACCIARE | DUE PLOT
(CURVE DI LIVELLO E IL GRAFICO DI g)
SULLO STESSO PIANO



3. Problemi di ottimizzazione

Si ottiene:

) Figure 1 [Z| [E| El

File Edit “iew Insert Tools Desktop window Help
DEeEsES K K08 € 08 &80
¥+d y-1=10




3. Problemi di ottimizzazione

N

1) Apriamo l'optimization tool:

>> optimtool

2) Utilizziamo l'optimization tool:

- Selezionare la funzione fmincon
- Selezionare l'algoritmo

- Definiamo la funzione obiettivo -f:
@(X)-(x(1)*x(2))

- Definiamo il vettore iniziale: [0 O]

36



3. Problemi di ottimizzazione

- Definiamo il VINCOLO LINEARE

X<
1
fen

NB un vincolo lineare ha la seguente forma: A )

DOBBIAMO QUINDI DEFINIRE A ,b
Q Aeq: [1 2]

nei campi Aeq e beq (“LINEAR EQUALITIES”) b: 1

START

OTTENIAMO:

_urrent ikeration: | 3

Dptimization running.
iDptimization terminated, Final poink:
iobjective Function walue: -0,12500000000000003

Cptimization terminated: First-order optimality measure less
than options, TalFun and maximum constraint violation is less 0,5 0,25
than options, TolZon,

1 £

37



3. Problemi di ottimizzazione

ESEMPIO 2 (vincolo non lineare)

Si vogliono determinare i minimi vincolati della seguente funzione:

Z=Xy+2y° tc. x-y°-1=0

Tracciamo le curve di livello della funzione insieme al vincolo:

>> f=@(X,Y) X.*y+2*y.N2;
>> g=@(Xx,y) xX-y."2-1;
>> hold on

>> ezcontour(f,[-1,100],[-20 20])

>> ezplot(g,[-1,100],[-20 20])




3. Problemi di ottimizzazione

Si ottiene:

) Figure 1 E| [E| le

File Edit Wiew Insert Tools Desktop  Window  Help

DEedE K Qe € 08 80

}{-3;24 =0

—

20

14

10+
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3. Problemi di ottimizzazione

1) Apriamo l'optimization tool:

2) Utilizziamo l'optimization tool:

- Selezionare la funzione fmincon
- Selezionare l'algoritmo

- Definiamo la funzione obiettivo :

@(X)X(1)*x(2)+2*x(2)"2

- Definiamo il vettore iniziale: [1 -1]

>> optimtool

N

40



3. Problemi di ottimizzazione
N

-
- Definiamo il VINCOLO NON LINEARE

NB La funzione non lineare del vincolo deve essere definita in un M-file:

Apriamo un M-file; o 7.40 gaoore) |

Eile Edit Debug Desktop  indow
N | % Rl o |
S New M-File JHow to Add (2] What's b

EH“EDI Iiil:iilil:.‘i | Work
AR la S | MW -

Definiamo nel M-file il vincolo non lineare
(distinguendo i vincoli di uguaglianza da quelli di disuguaglianza):

& Editor - Untitled2*
File Edit Text Go Cell Tools Debug Deskbop  Window  Help

N {f2Roo | S deassf | 88 ARE QA8
2 BB | - [0 [+ | (11 [x %% 0,

1 function [c, cedq] = confunedg(x)

a Y wincoli non lineari di disuguaglianza [(assenti)
3 e o= [1:

4 ¥ wincolo non lineare di uguaglian=sa

5 ceqg = %x(1l)-%(2)"2-1:

41
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3. Problemi di ottimizzazione

~

Salviamo il file .m nella cartella MATLAB:

Save file as:

Salvain: | () MATLAB > = E ek E-
flc

&

Drocurment
recenti

@

Dezktop

Clocument

@

Rizorse del
computer

L

Rizorze direte  Nome file: Icunfuneq.n‘l j Salva

Salva come: I b -file:s [*.rm) ;l Annulla

42




3. Problemi di ottimizzazione

N
A questo punto basta richiamare il nome del file (@confuneq) nell’optimization tool:

* Optimization Tool

File Help
Problem Setup and Results
Solver: Friincon - Conskrained nonlinear minimization w
Algorithm: | Medium scale W
Problerm
Cbijective Function: | @0l 17w 2+ 2 w22 W
Derivatives: Approximated by solver W
Skart poink: [1-1]
Constrainks:
Linear inequalities: i b
Linear equalities: Aeq: beq:
Bounds: Lower: Upper:
Monlinear conskraink funckion: | @confuneq
Derivatives: Approximated by solver w

43




3. Problemi di ottimizzazione

~

START

Current ikeration: | 8 Clear Resulks

Optirmization running.

Cipkimization terminated.

Cbjective function value: -0.14814814314062985

Cpkimization terminated: first-order optimality measure less than opkions, TolFun
and maximum conskraink violation is less than options, TolCan,

Final point:

1 2
1,111 -0,7333

44




3. Problemi di ottimizzazione

ESERCIZI PROPOSTI

Determinare i massimi e minimi vincolati delle seguenti funzioni soggette ai vincoli indicati:

1) z2=2x+2y+1tc.x*+y°-2=0
2) 2=2x"-4ytc.2x*+y°-1=0
X
y*+1

3)z= tc.x*+y°-9=0

4) z=x°ytc.2x+y-5=0
5)z=x*+y° tc. 2x+y=0

)M (1,1), m(-1,-1) 2)M (0,-1), m(0,1) 3)M (3,0),m(-3,0) |

595 8 16
4)M £§,§j,m(0,5) 5)M (-5’3)’”](0’0)
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